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♠❛tt❡r s✉✛❡rs ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❤❛s❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② t❤❡♦r❡t✐❝✐❛♥s ✭❢♦r r❡✈✐❡✇s✱ s❡❡ ❬✶✱ ✷❪✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❡✛❡❝ts st❛rt❡❞ s♦♠❡ ②❡❛rs ❛❣♦ ✇✐t❤ st❛❜❧❡✲✐s♦t♦♣❡ ❜❡❛♠s ❛♥❞ t❛r❣❡ts s♣❛♥♥✐♥❣
t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ◆✴❩ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts r❡❧② ♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r
✷
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ♦r s♦♠❡t✐♠❡s st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❧❛✐♠❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣② ✐♥ ❣✐✈❡♥ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ♦♥❡ ❞❡❛❧s ❛t t❤❡ ❡♥❞
✇✐t❤ ❤♦t ♥✉❝❧❡✐ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❞❡✲❡①❝✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✶✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇ ♥♦
❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ ❛t ❤✐❣❤ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭∼ ✸ A▼❡❱✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r
♥♦ ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ ❞❛t❛ ❡①✐st ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠ st❛❜✐❧✐t②✳
❆t ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Esym ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✜ts ♦❢
♥✉❝❧❡❛r ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣ ♠❛ss ❢♦r♠✉❧❛✿
E(N,Z) = −aVA+ aSA2/3 + asym (N−Z)
2
A + aC
Z2
A1/3
❊①❝❡♣t ❢♦r ❧✐❣❤t ♥✉❝❧❡✐ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ t❡r♠✱ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♥✉❝❧❡❛r
❜✐♥❞✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ t❡r♠s t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐s s❝r✉t✐♥✐③❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❲❤❡♥ ✜tt✐♥❣ ♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✸✵✵✵ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ♠❛ss ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✵✱
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❝♦❡✣❝✐❡♥t asym t❛❦❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✷✷✳✺ ▼❡❱✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ ♥✉❝❧❡✉s ❤❛s ❛ ❜✉❧❦ ♣❛rt ❛t ♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥s✐t② s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤
❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♥s✐t②✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇♦♥❞❡r ✐❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦
❛ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♣❛rt✱ ✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s ✐❢ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t asym s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤✐s
❤②♣♦t❤❡s✐s ✇❛s r❡t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t ♠♦❞❡❧ ❬✹✱ ✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s②♠♠❡tr② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ✈❛r② ❜② ❢❛❝t♦rs ❛s
❧❛r❣❡ ❛s ✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ ♥♦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✜t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛ss❡s✳
■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❬✸❪ t❤❛t s✉r❢❛❝❡ s②♠♠❡tr②✲❡♥❡r❣② ❡♠❡r❣❡s✱ ❛s ❛♥ ✉♥❛✈♦✐❞❛❜❧❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢
t❤❡ ♥❡t ♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣②✱ ❢r♦♠ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳
✷ ❙②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❙t❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❜♦❞② ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡② ✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠s ♦❢ ❡q✉✐✲
❧✐❜r✐✉♠ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ st❛❣❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ✏❢r❡❡③❡✲♦✉t✑ st❛❣❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❞✉❝ts ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t ♦♥❧② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ ρ0✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❝❡rt❛✐♥❧②
♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❖♥❡ s❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s
❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡♥ts ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣❤❛s❡
s♣❛❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐s t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝✐sts ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❞❡
✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦♥❣ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✱ ❢♦r ✐♥✜♥✐t❡ s②st❡♠s ❬✻✱ ✼❪✳
✷✳✶ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❡♥s❡♠❜❧❡s
❚❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡② ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ❛t t❤❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❧✐♠✐t✱ t❤❡② ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇❤❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r ✜♥✐t❡ s②st❡♠s✳
• ♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧✿ ✇✐t❤ ✜①❡❞ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ♠♦st ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✜♥✐t❡ s②st❡♠s ❧✐❦❡ ♥✉❝❧❡✐✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛r❡ t❤❡ ▼✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧
▼❡tr♦♣♦❧✐s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼▼▼❈✮ ❬✽❪✱ t❤❡ ▼✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ▼✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✭▼▼▼✮ ❬✾✱
✶✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ✭❙▼▼✮ ❬✶✶❪✳
✶❆ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❤❛s ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ 10−22 − 10−21 s ✇❤✐❧❡ ✐ts ❜r♦❦❡♥ ♣✐❡❝❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❞❡t❡❝t♦rs
❛❢t❡r 10−8 − 10−7 s
✸
• ❝❛♥♦♥✐❝❛❧✿ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ A✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣②
✇✐t❤ ❛ r❡s❡r✈♦✐r ❛t ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ T ✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t❤✉s ✢✉❝t✉❛t❡s ❛r♦✉♥❞ ❛ ✜①❡❞
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✱ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σE = 4E/
√
AT ✷ ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❣❛s ♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤✐s
❡♥s❡♠❜❧❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥✉❝❧❡✐ A ≥✷✵✵ ❛♥❞ T ≥ ✻ ▼❡❱✳
• ❣r❛♥❞❝❛♥♦♥✐❝❛❧✿ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤ ❛ r❡s❡r✈♦✐r ❛t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚✳ ❖♥❧② ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ■♥ ♥✉❝❧❡❛r ♣❤②s✐❝s ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r
♥✉❝❧❡✐ ❛t ❧❛r❣❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤❡♥ ♦♥❧② ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
✷✳✷ ■s♦✭t♦♣❡✮s❝❛❧✐♥❣
❚❡♥ ②❡❛rs ❛❣♦✱ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦❝❡ss❡s ❞r♦✈❡
❛ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ✐s♦t♦♣✐❝ s❝❛❧✐♥❣✱ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ ✐♥ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣✱ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡
✐s♦t♦♣✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s②st❡♠s ❞✐✛❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❜②
t❤❡✐r ♠❛ss✱ ✇✐t❤ A(2) > A(1)✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ②✐❡❧❞s Y (N,Z) ♦❢ ♣r♦❞✉❝❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ♦❜❡② t❤❡ ❧❛✇✿
Y2(N,Z)
Y1(N,Z)
= C exp [αN + βZ] ✭✶✮
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α ❛♥❞ β ❜❡✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❧✐❣❤t ✐s♦t♦♣❡s ✭❩<✶✵✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣ ✶✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✿
S(N) = Y2(N,Z)Y1(N,Z) exp−βZ ❛♥❞ S(Z) =
Y2(N,Z)
Y1(N,Z)
exp−αN ✱
❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r✳❤✳s✳ ♣❧♦ts✳ ❋r❛❣♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❤✐❣❤
t♦t❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ✈❛❧✉❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ✼✺✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♠❛ss✱ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♦❝❝✉rs❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠s
FIG. 1. Nuclei yield ratios are plotted as a function of N top
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ◆✉❝❧❡✐ ②✐❡❧❞ r❛t✐♦s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
◆ ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧s✮ ♦r ❩ ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✮ ❢♦r ❝❡♥✲
tr❛❧ 124❙♥✰124❙♥ ❛♥❞ 112❙♥✰112❙♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t
❊✴❆❂✺✵ ▼❡❱✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜❡st ✜ts
✇✐t❤ ❡q✳✶✳ ❋r♦♠ ❬✶✹❪
❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬✶✹❪✳
■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ ❛ ❣r❛♥❞❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✐s♦t♦♣✐❝ ②✐❡❧❞ ❢♦r ❛ ❢r❛❣♠❡♥t r❡❛❞s✿
Y (i)(A,Z) = exp
(
1
T (i)
(−G(N,Z) + µ(i)N N + µ(i)Z Z)
)
, ✭✷✮
✷✇✐t❤ a = A/8❀ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s σE = E ×
√
2/aT ✱ a ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r
✹
µN ❛♥❞ µZ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ G(N,Z) t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s
r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t✇♦ s②st❡♠s ❛t s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞
✇✐t❤ α = (µ
(2)
N − µ(1)N )/T ✳ ■t ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❬✶✺❪ t❤❛t ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❛♥❞
♠✐❝r♦❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❲❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❄ ▲❡t ✉s t✉r♥ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
❢r❛❣♠❡♥t ②✐❡❧❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❊q✳✷✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❩✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ◆ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✱ t❤❡
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ◆ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜②✿
G(N,Z) = a(Z) + c0(Z)N + Csym(Z)(N − Z)2/A❀
t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s②st❡♠✱ 〈N〉(Z)
✐s✿
Csym(Z)
{
1− 4[Z/〈A〉(Z)]2} = µ(i)N − a(Z)
❋✐♥❛❧❧②✱ s✉❜tr❛❝t✐♥❣ s②st❡♠ ✭✶✮ ❢r♦♠ s②st❡♠ ✭✷✮ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥s✿
4Csym(Z)/T = α/
[(
Z
〈A〉1
)2
−
(
Z
〈A〉2
)2]
✭✸✮
◆♦t❡ t❤❛t α ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② t❡r♠ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✿ ▼▼▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥✲
❡r❣② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❩ ❛t ❜r❡❛❦✉♣✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝
♠❛ss ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s ♦❢ s②st❡♠s
❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✶✵ A▼❡❱✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ✐♥♣✉t s②♠♠❡tr② ❡♥✲
❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞♦tt❡❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s t❤❡ ✈❛❧✲
✉❡s ♦❢ Csym ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳✹ ❛♥❞ s②♠❜♦❧s t❤♦s❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳✸✳ ❋r♦♠ ❬✶✻❪
❡♥❡r❣②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐s t❤❛t ♦❢ ❤♦t ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ■❢ Csym ❞✐❞ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❩✱
❛♥❞ (N/Z)frag = (N/Z)sys✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❣❡t t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t✐♥❣ s②st❡♠s✱ S1 ❛♥❞ S2✿
4Cfragsym /T = α/
[(
ZS1
AS1
)2
−
(
ZS2
AS2
)2]
. ✭✹✮
✺
❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❣r♦✉♣s ❬✶✼❪ ✇❤♦ ❞❡❞✉❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Csym ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤
t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❞♦✇♥ t♦ ✈❛❧✉❡s ❛s ❧♦✇ ❛s ✶✺ ▼❡❱✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛t ❧♦✇
❞❡♥s✐t②✳ ■t ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❝♦♥❝✐❧❡ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦
❞❡r✐✈❡ t❤❡♠ ✭❢r❛❣♠❡♥ts ❛t ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t②✮✳
■♥❞❡❡❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛s♦♥ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ ❊q✳✸ t❤❡ ◆✴❩ ♦❢
❢r❛❣♠❡♥ts ❜② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t✐♥❣ s♦✉r❝❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ▼▼▼
♠♦❞❡❧✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣ ✷✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ♠❡❞✐✉♠ ✭A ∼ 120✮ ❛♥❞ ❤❡❛✈② ✭A ∼ 200✮ s②st❡♠s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❩✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣r✐s❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
t❡r♠s✱ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❛s ❢✉❧❧ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❊q✳✹ ✐s ✈❛❧✐❞ ❧❡❛❞s t♦ ❩✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✭♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ ♦❢ t❤❡
s♦✉r❝❡s ❣❡ts ❤✐❣❤❡r✳ ❆ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦♥❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ❢♦r ✈❡r② ❤❡❛✈② ❢r❛❣♠❡♥ts ❛t ❧♦✇
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ s②♠❜♦❧s s❤♦✇ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊q✳✸✳ ◆♦✇ t❤❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛❧✉❡s ❜❡❝♦♠❡s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ✈❡r② ❡①❝✐t❡❞ ❧❛r❣❡ s♦✉r❝❡s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❢r❛❣♠❡♥ts✱
❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♥❞❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
✷✳✸ ■s♦s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❋r❛❣♠❡♥t ②✐❡❧❞ r❛t✐♦s ❜❡t✇❡❡♥ ❆▼❉
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ 60❈❛✰60❈❛ ❛♥❞ 40❈❛✰40❈❛
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t ✸✺ A▼❡❱ ❛t t✐♠❡ ✸✵✵ ❢♠✴❝✳ ❚✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r❝❡s✱ ●♦❣♥② ❛♥❞ ●♦❣♥② ❆❙ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳
❋r♦♠ ❬✶✽❪
❙♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇❛s ❛❧s♦ s❡❡♥ ❢♦r ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞
✭10−21 s✮ ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✽✱ ✶✾❪✱ ❛s ❡①❛♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ✜❣ ✸✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧
♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥t✐♥❣ s②st❡♠s ❬✷✵❪✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❤❡ s②st❡♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ t❤❛♥ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s❀ t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛② ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞
❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ✭s❡❡ s❡❝t ✼✮✳ ■♥ s❤♦rt ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② r❡q✉✐r❡
t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢✉❧❧② ❡q✉✐❧✐❜r❛t❡❞✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ✐s♦t♦♣✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❤❛✈❡
●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜②
t❤❡ ✇✐❞t❤s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ❬✶✱ ✷✶❪✳
✻
✷✳✹ ❊✛❡❝t ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛②
 
❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❋✐♥❛❧ ✈s ♣r✐♠❛r②
✐s♦s❝❛❧✐♥❣ α ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❋r♦♠ ❬✷✷❪
❯♣ t♦ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❤♦t ❢r❛❣♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t ❛t t❤❡ ❢r❡❡③❡✲♦✉t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❞❡✲❡①❝✐t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s
t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ st❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ ❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞✳ ■♥❞❡❡❞ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭❆▼❉✱ ❇◆❱✱
■◗▼❉✮ α ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛② ✇❤❡r❡❛s ✐s ✐s ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❛✛❡❝t❡❞ ♦r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s ✭❙▼▼s✱ ▼▼▼✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ tr❡♥❞✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✹✱ ❛♥❞ ✐♥ ✜❣✳✷✸ ♦❢ r❡❢ ❬✷✶❪✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❢♦r ✜♥❛❧ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✈s t❤❛t ❢♦r ♣r✐♠❛r② ❢r❛❣♠❡♥ts ❬✷✶✱ ✷✷❪✳ ❆ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs α ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✇♦
●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡✐r ✇✐❞t❤s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ✇✐❞t❤s ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡
❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❡♥❞s t♦ ❢♦❝✉s t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈❛❧❧❡② ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s ❞❡❝r❡❛s❡s✱ ❛♥❞ s♦ ❞♦❡s t❤❡ ✇✐❞t❤ ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s✳ ■❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ α ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛②✳ ■♥ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
♠♦❞❡❧s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✇✐❞t❤ ✐s ♥❛rr♦✇❡r✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ❧❡ss ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡
♦❢ t❤❡ s❤✐❢t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✳
✷✳✺ ■s♦s❝❛❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ▲❛tt✐❝❡ ❣❛s ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛❧s♦ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ❣❛s ♠♦❞❡❧✿ ♥❡✉tr♦♥s
❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ♦❝❝✉♣② ❛ ❧❛r❣❡ ❝✉❜✐❝ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ✐s♦t♦♣✐❝
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡ ❞✐s♣❧❛② ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ α
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣❡❛rs t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❝❤❛r❣❡✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✺ ❛♥❞ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐t
str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ❩ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷✵✳ ❆s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ✇✐t❤ t❤❛t ✐♥♣✉t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ✜❣ ✻✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♠♦❞❡❧ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✱ ♣❧♦tt❡❞ ✈s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t②✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡✳ ❆s
♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✹ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❧✐❣❤t ✭❩❂✷✲✼✮ ❢r❛❣♠❡♥ts ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❡ ✭❢✉❧❧ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡✮✳ ❊✈❡♥ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡
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où et sont les oeients d'isosaling. Il a été observé expérimentalement, que plus
la ollision est violente, plus la valeur de est faible [Tsa01, Lef05, She07℄.
Nous avons représenté sur la gure 2.16 le rapport isotopique de deux systèmes diérents
en isospin à une température et pression identique en fontion du nombre de neutrons
. Nous observons l'isosaling en fontion du nombre de neutrons, e qui nous permet
de déduire le paramètre d'isosaling à partir d'un ajustement des données sur haque
élement (les diérentes ourbes sur la gure de gauhe). Les valeurs extraites des
diérents ajustements sont présentées en fontion de sur la gure 2.16 à droite.
Z 
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t
 N) at T/Ta exp(µ(N)(75,75)/(91,59)R
Fig. 2.16  À gauhe : rapport du nombre d'isotopes produits dans deux systèmes diérents
en isospin à la même température en fontion du nombre de neutrons , les diérentes
ouleurs orrespondent aux diérent éléments . À droite : évolution du paramètre de
l'ajustement en fontion de la harge des isotopes.
On peut observer que le oeients varie de l'ordre de 20 suivant le . Les valeurs
de sont relativement stables pour . Par ontre, le oeient est plus élévé quand
on se rapprohe du du système initial (ii ).
Deux approhes permettent de relier l'énergie de symétrie au paramètre d'isosaling .
 Dans le adre d'un modèle statistique marosopique [Bot02℄ (régime de Weisskopf,
basse température), l'énergie de symétrie du système est reliée au paramètre par
la relation suivante :
(2.8)
où et sont respetivement la harge et le nombre de nuléons mis en jeu dans
la réation (1).
Nous avons représenté sur la gure 2.17 de gauhe l'évolution de en fontion de
la température pour diérents ouples de systèmes ( ) nor-
❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α ♣❛r❛♠❡t❡r ✈s t❤❡
❢r❛❣♠❡♥t ❝❤❛r❣❡ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠s ✭◆❂✼✺✱❩❂✼✺✮ ❛♥❞
✭◆❂✾✶✱❩❂✺✾✮✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❣❛s
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Fig. 2.19  Évolution de l'énergie de symétrie obtenue par les diérentes méthodes en
fontion de la température. La ourbe bleue orrespond à l'énergie de symétrie obtenue
ave la paramètrisation 2.1. Les ourbes en vert orrespondent à l'énergie de symétrie
obtenues par et l'équation 2.8. Les ourbes en rouge tiretées orrespondent à l'énergie de
symétrie obtenues par et l'équation 2.9. La ourbe rouge ontinue orrespond à l'énergie
de symétrie obtenue par pour le plus gros fragment de haque événement à l'aide de
l'équation 2.9.
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❇✉t α ✐s ✉♥❞❡♥✐❛❜❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❧✐♥❡❛r❧② ✈❛r②
✇✐t❤ t❤❡ N/Z ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ✉s❡❢✉❧ ✐s♦s♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ♣r♦❜❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
✸ t❤❡ ❊❖❙ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r
❚♦ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛t ③❡r♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❊❖❙ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r r❡❛❞s✿
✽
E
A (ρ, I) =
E
A (ρ, I = 0) + Esym(ρ)× I2 ✇✐t❤ I = ρn−ρpρ = N−ZA ✸
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡❢t✱ ❢r♦♠ ❬✶❪ ✇✐t❤ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❘✐❣❤t
❢r♦♠ ❬✷❪ ✉s✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s t❤❡ ✐s♦s❝❛❧❛r t❡r♠✱ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞
✭✐s♦✈❡❝t♦r✮ ♦♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❜② ♥❡✉tr♦♥✴♣r♦t♦♥ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❋♦r I❂✶ t❤✐s t❡r♠s ❣✐✈❡s
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ♠❛tt❡r✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ I ✐s✱ ❢♦r ♠♦st ♥✉❝❧❡✐✱ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✵✳✸✱ t❤❡
✐s♦✈❡❝t♦r t❡r♠ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✐s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝ts s❤♦✉❧❞ ❜❡
r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡✈✐❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❘❛r❡ ■s♦t♦♣❡s ❇❡❛♠s ✇✐❧❧✱ ✐♥ t❤❡
❢✉t✉r❡✱ ❛❧❧♦✇ t♦ ✈❛r② I ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❜❡❛♠s✳
❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✱ ❊sym✱ ❣❡ts ❛ ❦✐♥❡t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ❊
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3 +
C
2 F (ρ/ρ0)
✇✐t❤ F (1)❂✶ ❛♥❞ C ≈✸✷ ▼❡❱✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✼✱ Esym ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ✿
Esym
A
(ρ) =
Cs,k
2
(
ρ
ρ0
)2/3 +
Cs,p
2
(
ρ
ρ0
)γ ✭✺✮
♦r ✇✐t❤ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ✿
Esym
A
(ρ) = Esym(ρ0) +
L
3
(
ρ− ρ0
ρ0
) +
Ksym
18
(
ρ− ρ0
ρ0
)2 ✭✻✮
γ ✹✱ ♦r L ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✏❛s②✲st✐✛♥❡ss✑ ✭t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼✳ ❞✐ ❚♦r♦✮ ♦❢ t❤❡ ❊❖❙ ❛r♦✉♥❞ ♥♦r♠❛❧
✸I ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ δ✱ ♦r β✱ ♦r η✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛♣❡rs
✾
γ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ▼❉■
∼ ✵✳✷ ①❂✶
∼ ✵✳✺ F3 =√ρ/ρ0
∼ ✵✳✼ ①❂✵
✶ F2 = ρ/ρ0
∼ ✶✳✹ ①❂✲✶
∼ ✶✳✻ F1 = (ρ/ρ0)21+ρ/ρ0
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❱❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ γ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣✱ ♦♥ ❛ ❞❡♥s✐t② r❛♥❣❡ ✵✳✼✲✶ ρ0✱ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ♦♥
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✱ ❡✐t❤❡r ❣✐✈❡♥ ❜② F1✱ F2✱ F3✱ ♦r ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ x ✐♥ ❬✷✺✱ ✷✻❪✳
❞❡♥s✐t②✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐s s❛✐❞ ✏❛s②✲s♦❢t✑ ✐❢ Epotsym ♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❜❡t✇❡❡♥ ρ0 ❛♥❞ 2ρ0✮✱ ❢♦❧✲
❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✭γ <✶✮ ✺ ❛♥❞ ✏❛s②✲st✐✛✑ ✐❢ ✐t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ρ ✭γ ≥✶✮✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s♦♠❡ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧s F1✱ F2✱ F3 ❬✷✼❪✱ ♦r t♦ ♠♦♠❡♥t✉♠✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❬✷✺✱ ✷✻❪ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ■♥ t❤✐s ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ x❂✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ●♦❣♥② ❢♦r❝❡✳
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙②♠♠❡tr② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞✱
❢♦r I❂✵✳✷✱ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ✭✉♣♣❡r ❝✉r✈❡s✮ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s
✭❧♦✇❡r ❝✉r✈❡s✮✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ❛s②✲s♦❢t ✭γ ∼ 0.5✮✱
❧♦♥❣ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❢♦r ❛s②✲st✐✛ ✭γ = 1✮ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s
❢♦r ❛s②✲s✉♣❡rst✐✛ ✭γ ∼ 1.6✮✳ ❋r♦♠ ❬✶❪✳
■s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥
♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✽ ❢♦r ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ I❂✵✳✷✱ ❡✳❣✳ 124❙♥✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s r❡♣✉❧s✐✈❡
✭U > 0✮ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s✳ ❆t s✉❜s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭ρ . 0.16✮ ✐t ✐s ♠♦r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❛s②✲s♦❢t ❝❛s❡✱
✇❤❡r❡❛s ❛❜♦✈❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② t❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛s②✲st✐✛♥❡ss✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡
s②♠♠❡tr② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r ♣r♦t♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❛❝ts ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
♣♦t❡♥t✐❛❧✳
✹❲❛r♥✐♥❣✿ ✐♥ s♦♠❡ ♣❛♣❡rs✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤♦s❡ ♦❢ ❇❛♦✲❆♥ ▲✐✱ t❤❡ γ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ t❡r♠✳
✺❘✐❣♦✉r♦✉s❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ x > 0 ✐♥ ✜❣✳ ✼ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❤❛✈✐♥❣
❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡①♣♦♥❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❊q✳ ✻✮✱ ❊q✳ ✺ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛r♦✉♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ γ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✜t ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♦♥ ❛ ❞❡♥s✐t② r❛♥❣❡ s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ ρ0✳
✶✵
✸✳✶ ❚r❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ s♦♠❡ t❡♥s t♦ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢
▼❡❱ ♣❡r ♥✉❝❧❡♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡s s♦❧✈❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲❧✐❦❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲❜♦❞② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ♣❤❛s❡ s♣❛❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t hbar →✵✳
∂f(r,p,t)
∂t +
p
m .∇rf(r,p, t)−∇rU(r, t).∇pf(r,p, t) = IUUcoll (f)
❙t♦❝❤❛st✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❝♦✈❡r ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts✱ ❢♦r♠ ❛ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss✿ ❛ ▲❛♥❣❡✈✐♥ t❡r♠ δI ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠✳ ❊①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲▲❛♥❣❡✈✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥✱ t❤❡
✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ❇r♦✇♥✐❛♥ ❢♦r❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❧❧ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡✱
❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❇❖❇✱ ♦r ❙▼❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❧❛ss ❛r❡ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ st✉❞②
t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✉♥❞❡r t❤❡✐r ♠✉t✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ q✉❛♥t❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ ●❛✉ss✐❛♥ ✇❛✈❡ ♣❛❝❦❡ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ A ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ q✉♦t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✱ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❆ ❝r✐t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss ♦❢
tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✽❪✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧❛r t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦❢t✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r K∞❂✷✵✵✲✷✸✵ ▼❡❱✳
❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧❛r ♠♦♥♦♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥
♥✉❝❧❡✐ ❬✷✾❪✳ ❆ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧❛r ♣❛rt
♦♥❧② ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
■♥ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s
t❤❡ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ IUUcoll (f) ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛
❝♦❧❧✐s✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♥✉❝❧❡♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥✲
♥✉❝❧❡♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s♣❧✐tt❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ s✐♥❣❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
✜❡❧❞ ❜✉t ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt t❤❡ ❇rü❝❦♥❡r ●✲♠❛tr✐①✱ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥
✜❡❧❞✳ Pr❛❝t✐❝❛❧❧② ❤♦✇❡✈❡r ❜♦t❤ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❡✐t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ σNN (E, I, θ) ♦r ✇✐t❤ s♦♠❡ r❡❝✐♣❡ ❢♦r ✐♥✲♠❡❞✐✉♠ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡
❛❧s♦ t❤❛t✱ s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡s ✭◗▼❉✮✱
❛❧t❤♦✉❣❤ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ A✲❜♦❞② ♣r♦❜❧❡♠ ✐s tr❡❛t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❡①❝❡♣t ❋▼❉ ❛♥❞ ❆▼❉✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s ❛r❡ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❋❡r♠✐♦♥✐❝
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❣❡ts ❧♦st ✇✐t❤ t✐♠❡ ✻✳ ❆ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦❞❡s ❛r❡ ✏r❡❧✐❛❜❧❡✑ ♦♥ ❛ s❤♦rt
r❛♥❣❡ ♦❢ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥ ♥♦t tr❡❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛②✳ ❍♦t ❢r❛❣♠❡♥ts ♠✉st t❤❡r❡❢♦r❡ ✜rst❧② ❜❡
r❡❝♦❣♥✐③❡❞✿
• ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧✉st❡r✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐♥ r s♣❛❝❡ ♦r ✐♥ r, p s♣❛❝❡ ❡✳❣✳ ▼❙❚ ♦r ❊❈❘❆ ✐♥ ▼❉ ❝♦❞❡s✳
• ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❞❡♥s✐t✐❡s ✿ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❢r❡❡ ♥✉❝❧❡♦♥s✱ ❤✐❣❤❡r ♦♥❡s t♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢
♥✉❝❧❡♦♥s ✭❢r❛❣♠❡♥ts✮ ✼✳
❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥♣✉t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✲❡①❝✐t❡ t❤❡♠✳
✻❚❤❡ ❈♦▼❉ ❝♦❞❡ ❤♦✇❡✈❡r ❝♦♥str❛✐♥s ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs t♦ r❡♠❛✐♥ str✐❝t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠
❋❡r♠✐♦♥✐❝ ❛❧❧ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t✐♠❡
✼❚❤❡ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❝♦❞❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts✱ ❡✐t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦r t❛❦✐♥❣
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❤♦✇❡✈❡r r❡❝♦❣♥✐③❡ ❧✐❣❤t ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❍✱ ❍❡ ✐s♦t♦♣❡s✮
✶✶
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡
✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tt❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❡r❡ ✜①❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ Esym ✇❛s ✈❛r✐❡❞✳
✸✳✷ ◆✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣②
❈♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ✈✐♦❧❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡✢❡❝ts t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❖♥❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②
r♦✉❣❤❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❝❡♥tr❛❧ ✭∼❤❡❛❞✲♦♥✮ ❛♥❞ ✭s❡♠✐✮✲♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
om
ai
n
❆r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣② ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❡♥❞✲✉♣ ✇✐t❤ t✇♦ ❜✐❣ ♥✉❝❧❡✐✱ r❡♠♥❛♥ts ♦❢ ♣r♦❥❡❝✲
t✐❧❡ ✭◗P✮ ❛♥❞ t❛r❣❡t ✭◗❚✮✳ ❆ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♣✐♦✉s ✭❢❛st✮ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥s
❛♥❞ ❧✐❣❤t ❢r❛❣♠❡♥ts ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ◗P ❛♥❞ ◗❚✳ ❚❤✐s ✐s t❡r♠❡❞ ♠✐❞✲
✈❡❧♦❝✐t② ♦r ♥❡❝❦ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s t♦♣♦❧♦❣② s❡❧❡❝t♦rs ❛❧❧♦✇ t♦ ✐s♦❧❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛
❜✐❣ r❡♠♥❛♥t ✐s ❢♦r♠❡❞ ✇❤✐❝❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ❡♥❡r❣② ❡✐t❤❡r ❞❡✲❡①❝✐t❡ t♦ ❛♥ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❡✱ ♦r
♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥ts✳
▼♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❧❛r❣❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♣r♦❞✉❝ts
❛rr❛②s ✭s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇ ❢♦r ❛ ❣❧♦ss❛r②✮✳
✹ ❈♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
■s♦s♣✐♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❣♦✈❡r♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ✐♥❡❧❛st✐❝ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ s❡♠✐✲❝❡♥tr❛❧
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✭b ∼ 0.4bmax✱ bmax ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❣r❛③✐♥❣ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✮✱ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s s❧✐❣❤t❧② ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❋❡r♠✐
❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦r r❡♣✉❧s✐♦♥ ❡①✐st✐♥❣
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥✉❝❧❡✐✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ ❢♦r ❛ ❞❡♥s✐t② s❧✐❣❤t❧② ❛❜♦✈❡ ρ0✱ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❛s②✲st✐✛ ❝❛s❡✳ ❋♦r ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ s②st❡♠s✱ ❢✉s✐♦♥ ✐s ❢❛✈♦✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛s②✲s♦❢t ❊❖❙✿ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ✐s ❧❡ss r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❋♦r ♥❡✉tr♦♥✲♣♦♦r
s②st❡♠s✱ ❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❢✉s✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r ❢♦r ❛♥ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣r♦t♦♥s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r
❛ttr❛❝t✐✈❡ s②♠♠❡tr② ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ✭s❡❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t ✸✵ A▼❡❱ ❜❡t✇❡❡♥ 46❆r ❛♥❞ 64◆✐✱ ❛♥❞
46❱ ❛♥❞ 64●❡ ❢♦r b❂✹ ❢♠ ✐♥ ✜❣✳✺✲✶ ♦❢ r❡❢✳ ❬✶❪✳✮
❚❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ r❡❢✳ ❬✸✵❪✳ ❚❛r❣❡ts ♦❢ 40❈❛✱
46❚✐✱ ❛♥❞ 48❈❛ ✇❡r❡ ❜♦♠❜❛r❞❡❞ ❜② ❛ 40❈❛ ❜❡❛♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❛t ✷✺ A▼❡❱✳ ❈❤❛r❣❡❞ r❡❛❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝ts
✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❍■▼❊❘❆ ✹pi ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❡♣ ✐♥❡❧❛st✐❝ r❡❛❝t✐♦♥s
✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇❛s ❡①♣❧♦r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ∆Mnor = (M1−M2)/Mtot✱ M1, M2
❜❡✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r❛❣♠❡♥t ❛♥❞ Mtot t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡
✶✷
✐♥❝✐❞❡♥t s②st❡♠ ✽✳ ■♥❞❡❡❞ ❛ ❢✉s✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤❡❛✈② r❡s✐❞✉❡ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❧✐❣❤t ❝❤❛r❣❡❞
♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆Mnor✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② ❞❡❡♣ ✐♥❡❧❛st✐❝ r❡❛❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡s❡
❛❧♠♦st s②♠♠❡tr✐❝ s②st❡♠s✱ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ∆Mnor ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡r t♦ ③❡r♦✳ ∆Mnor ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♠❛ss ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤♦s❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✐s♦t♦♣✐❝ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚❤❡
❋✐❣✉r❡ ✾✿ Pr♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ∆Mnor ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❢r❛❣♠❡♥t ✭r✐❣❤t✮
❢♦r t❤❡ ✸ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠s✳ ❇❧✉❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠s
s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❈♦▼❉✰●❊▼■◆■ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❋r♦♠❬✸✵❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❙❛♠❡ ❛s ✜❣✳ ✾ ❢♦r t❤❡ 40❈❛✰48❈❛✳
❈♦▼❉✰●❊▼■◆■ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚♦♣ ♣❛♥❡❧s✿ st✐✛✶✱
♠❡❞✐✉♠ ♣❛♥❡❧s✿ s♦❢t ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✿ st✐✛✷✳
❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❈♦▼❉
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ●❊▼■◆■ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛② st❡♣✳
❋r♦♠❬✸✵❪✳
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣✳ ✾✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ∆Mnor ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❢✉s✐♦♥ ❡✈❡♥ts
✭❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ∆Mnor ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✳✹✮ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛✈②
48❈❛ t❛r❣❡t t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ r✐❝❤♥❡ss ♦❢ 48❈❛ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✉s ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✈❛❧❧❡② ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦t❤❡r ♦♥❡s ❧✐❡ ♥❡❛r t❤❡ ♣r♦t♦♥✲❞r✐♣ ❧✐♥❡✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✇❛s ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ✭❈♦▼❉✮ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❬✸✶❪✳ ❚❤❡
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t st✐✛♥❡ss✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ st✐✛✶✱ st✐✛✷ ❛♥❞ s♦❢t ♦♥ ✜❣✳ ✾
❛♥❞ ✶✵ ✾✳ ❆❧❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉♣ t♦ bmax ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ s❡❧❡❝t✐♦♥s
❛s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡r❡ ✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛s ❤✐st♦❣r❛♠s ✐♥
✜❣✳ ✶✵ ❢♦r t❤❡ 40❈❛✰48❈❛ s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ∆Mnor ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈❡r② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ❛s②✲❊❖❙✿ ❢♦r t❤❡ st✐✛❡r ❝❛s❡ ✭st✐✛✶✮ t❤❡r❡ ✐s t♦♦ ♠✉❝❤ ❢✉s✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ s♦❢t ❝❛s❡ t❤❡ s②st❡♠
❛❧♠♦st ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s✐♥t❡❣r❛t❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣❧② r❡♣✉❧s✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ st✐✛✷ ❝❛s❡✱ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s②st❡♠s✱ ♥❛♠❡❧② ❢♦r ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s②♠♠❡tr② t❡r♠
❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ✭γ❂✶±✵✳✶✺✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛② ✐s ✇❡❛❦
✽❋♦r t❤❡ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡✈❡♥ts ✭
∑
i Zi >✽✵✪ Ztot ❛♥❞
∑
i Pi > 0.7× Pbeam✮ ✇❡r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ❛
✈❡❧♦❝✐t② ❣❛t❡ ✇❛s s❡t t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ q✉❛s✐✲t❛r❣❡ts✮✳
✾st✐✛✶≡❋✶❀ st✐✛✷≡❋✷❀ s♦❢t≡❋✸ ✲ s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✳
✶✸
✭❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡ s❤❛❞❡❞ ❤✐st♦❣r❛♠s ✐♥ ✜❣✳ ✶✵✮✳
✺ ■s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥
✺✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡
■s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✐s♦s♣✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✲ ❛♥❞ t❛r❣❡t✲❧✐❦❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❞✉r✐♥❣
❛ s❡♠✐✲♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❯❧t✐♠❛t❡❧② ✐❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ r❡❛❝❤
✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜♦t❤ ♣❛rt♥❡rs ❡♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠ ✐s♦s♣✐♥ ✶✵✳ ■s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠
t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✿
✶✳ ■s♦s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ❞✉❡ t♦ ❞❡♥s✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ✭♠✐❣r❛t✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣② ✿
Dρn −Dρp ∝ 4I ∂Esym∂ρ
✷✳ ❚r❛♥s♣♦rt ❞✉❡ t♦ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥ts ✭❞✐✛✉s✐♦♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②
DIn −DIp ∝ 4Esym
■♥ t❤❡ ❤♦♣❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❡✛❡❝ts s✉❝❤ ❛s ♣r❡✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❈♦✉❧♦♠❜✱ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛② ✳ ✳ ✳ ✱ ❛♥❞
♦❢ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤♦s❡ ❞✉❡ t♦ ✐s♦s♣✐♥✱ ✐t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ r❛t✐♦✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ s②st❡♠s ❞✐✛❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❜② t❤❡✐r ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t✳ ❖♥❡ ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ✐s♦s♣✐♥ s❡♥s✐t✐✈❡
q✉❛♥t✐t② x ❛♥❞ ❝♦♥str✉❝ts t❤❡ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡✱ ♦r ✐s♦s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt✱ r❛t✐♦✱ Rx✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
RxP,T =
2(xM−xeq)
(xH−xL)
✇✐t❤ xeq = (xH + xL)/2
❍ ❛♥❞ ▲ r❡❢❡r t♦ t✇♦ s②♠♠❡tr✐❝ r❡❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥✲r✐❝❤ ❛♥❞ ♥✲♣♦♦r ♥✉❝❧❡✐✱ ▼ t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❇②
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ R = ±1 ✐♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✭P✮✴t❛r❣❡t✭❚✮ r❡❣✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❘❂✵ ✇❤❡♥ ✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❉✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s x ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧t ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② r❡❧❛t❡❞✳ ❙✉❝❤ ❛ r❛t✐♦✱ ✇❤❡r❡
x = (N − Z)/(N + Z)✱ t❤❡ tr✉❡ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ◗P ❛♥❞ ◗❚✱ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❙▼❋ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②st❡♠s ❛r❡ ❙♥✰❙♥✱ ✇✐t❤ ❍❂✶✷✹ ❛♥❞ ▲❂✶✶✷✱ ❛t t✇♦ ❡♥❡r❣✐❡s ✸✺ ❛♥❞ ✺✵ A▼❡❱✳ ❚❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✱ Eloss/Ec.m.✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ✜❣✳ ✶✶ t❤❛t s✉❝❤ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❧❡❛❞s t♦ ❛ ✏✉♥✐✈❡rs❛❧✑ ❝✉r✈❡ ❬✸✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♥❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ♥♦r ♦♥ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧❛r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✶✶✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✭s♦❢t✱ γ❂✵✳✺ ❛♥❞
st✐✛ γ❂✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ✐s t❤❛t ✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢❛st❡r✱ ❛♥❞
❢♦r ❧❡ss ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛s②✲s♦❢t ❝❛s❡✳
✶✵❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡ r✉♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ✉♣ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t ❛t ✇❤✐❝❤ ◗P ❛♥❞ ◗❚ r❡✲
s❡♣❛r❛t❡✳ ■t t❤✉s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✳
✶✶❚✇♦ s♦❢t ✐s♦s❝❛❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ✭▼❉✮ ♦r ✇✐t❤♦✉t ✭❉■✮ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ ❛❞♦♣t❡❞✱ ❛❝ts ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❖❙ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❡s ✐ts str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ σNN ✇✐t❤ ✐ts
✐s♦s♣✐♥ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥✳
✶✹
❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ■♠❜❛❧❛♥❝❡ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss ❢♦r ❙♥✰❙♥ r❡❛❝t✐♦♥s ❛t ✸✺ ❛♥❞
✺✵ A▼❡❱✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛s②✲s♦❢t
❛♥❞ ❛s②✲st✐✛ ▼❉ ♦r ▼■ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s
❛r❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ✜ts t♦ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts✳ ❋r♦♠❬✸✷❪✳
✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✿ ♦♥❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r
■s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❡♣❧② st✉❞✐❡❞ ❜② t❤❡ ▼❙❯ ❣r♦✉♣ s✐♥❝❡ ✷✵✵✹✳ ❚❤❡② ❧♦♦❦ ❛t ❢♦✉r r❡❛❝✲
t✐♦♥s✱ 124❙♥✰124❙♥✱ 112❙♥✰112❙♥✱ 124❙♥✰112❙♥ ❛♥❞ 112❙♥✰124❙♥ ❛t ✺✵ A▼❡❱✳ ❚✇♦ ✐s♦s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ✐s♦s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭x = α✮ ❛♥❞ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ②✐❡❧❞s ♦❢ ♠✐rr♦r ♥✉❝❧❡✐ ✭x =
ln
[
Y (7Li)/Y (7Be)
]
✮✳ ❇♦t❤ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ I✳ ❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❤❛r❣❡❞ ♣r♦❞✉❝t ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t②✱ Mcp✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ b/bmax❃✵✳✽✳ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ②❡❛rs t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❞②♥❛♠✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❜❂✻ ❢♠✱ ❛♥❞ x = I✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤
❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ✭s❤❛❞❡❞ ❜❛rs✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✭♣♦✐♥ts✮ ✈❛❧✉❡s ❢♦r Rα✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s ♦♥ t❤❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ Epotsym✱ ✇❤✐❝❤ ❣❡ts s♦❢t❡r ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳
❋r♦♠ ❬✸✸❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❚❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✭♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❧✐♥❡s✮ ✇✐t❤ t❤❡
▼❉■ ❛♥❞ ❙❇❑❉ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❝❡♥tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛r❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥
❛s ❞❛s❤❡❞✴❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s✳ ❋r♦♠❬✷✻❪✳
t❤❡ ❇❯❯✾✼ ❬✸✹❪ ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✶✷✳ ❋♦✉r ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ Epotsym✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❡r❡
✉s❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ RI ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ∼✶✵✵ ❢♠✴c ✶✷✳
❚❤❡ ✜❧❧❡❞ ♣♦✐♥ts s❤♦✇ t❤❛t ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛② ❤❛s ❛ ✇❡❛❦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ RI ✱ ❛s t❤❡② r❡♠❛✐♥
✶✷✸✵✵ ❢♠✴c ❂ ✶✵−21 s✳
✶✺
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡♥ ♣♦✐♥ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ✷✻✵ ❢♠✴c✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❜❛rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r Rα✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❜❡st ❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ st✐✛ ❛s②✲❊❖❙✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ❛❧♠♦st q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ✭γ ∼✶✳✺✲✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❘ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✵✳✺✱
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐♥ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ▲❛t❡r t❤❡
❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭▼❉■✴■❇❯❯✵✹✮ ❛♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❙❇❑❉✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤
❝❛s❡s✳ ■t ✐s ✐♥str✉❝t✐✈❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ✜❣✳ ✶✸ t❤❛t ✐s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❛t s✉❜♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼❉■✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s②✲st✐✛ ✭x =✲✶ ≡ γ❂ ✶✳✹✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ♠♦r❡
r❡❝❡♥t❧② t❤❡ ▼❙❯ ❣r♦✉♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡✐r ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦❞❡ ✭■♠◗▼❉ ❬✸✺❪✮✳
■♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s Rα ❛♥❞ R7✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣ ✶✹✳ ■t ♠❛② ✜rst ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t
❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭R7 ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡ r❛♣✐❞✐t② r❡✲
❣✐♦♥ y/ybeam >✵✳✽✮✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ■♠◗▼❉ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛s②✲s♦❢t ❊❖❙
✭0.45 ≤ γ ≤ 1✮✳
❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ Rα
✭s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s✮ t♦ ■♠◗▼❉ r❡s✉❧ts ✭❧✐♥❡s✮ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❞✐✛❡r✲
❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ R7
❢r♦♠ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ♠✐rr♦r ♥✉❝❧❡✐ ✭❆❂✼✱ st❛rs✮ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♣✐❞✐t② t♦ ■♠◗▼❉ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s ❛t ❜❂✻❢♠✳ ❋r♦♠ ❬✸✻❪✳
✺✳✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st✉❞✐❡s✿ t♦✇❛r❞s ✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ ■◆❉❘❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ ✐s♦s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐❝s
❢♦r t✇♦ s②st❡♠s✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐❧❡✱ 58◆✐✱ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts✱58◆✐ ❛♥❞ 197❆✉✱ ❛t ✐♥❝✐❞❡♥t
❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ✺✷A▼❡❱ ❛♥❞ ✼✹A▼❡❱ ❬✸✼✱ ✸✽❪✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢
❝❤❛r❣❡ ✭❛♥❞ ♠❛ss✮ ❛s②♠♠❡tr② ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✿
Ediss = Ec.m. − 12µV2rel ✇✐t❤ Vrel = VrecQP × AtotAtarget
❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❇◆❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✶✸✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s②♠♠❡tr② t❡r♠✿ ❛♥ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙✱ t❤❛t ❤❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛s②✲s♦❢t
♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙❑▼✯ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r♦✉❣❤❧② t♦ γ ∼✵✳✻✳ ❚❤❡ ❇◆❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s♦rt✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✶✺✳ ❚❤❡
✶✸❆ s♦❢t ✐s♦s❝❛❧❛r ❊❖❙✱ K∞ = 200 ▼❡❱ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡ ♥✉❝❧❡♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ✐ts ❡♥❡r❣②✱ ✐s♦s♣✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ Ediss/Ec.m. ❛♥❞
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❇◆❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② t❡r♠s✳ ❋r♦♠ ❬✸✽❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ■s♦s♣✐♥ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r
◆✐ q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐❧❡s ✈s Ediss/Ec.m.✳ ❖♣❡♥ ❝✐r❝❧❡s
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r✇❛r❞ ♦❢ t❤❡
◆✲◆ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ❝❧♦s❡ ❝✐r❝❧❡s t♦ t❤♦s❡ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡
◗P ❢r❛♠❡✳ ▲✐♥❡s ❛♥❞ ❤❛t❝❤❡❞ ③♦♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❢t❡r ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ◗Ps✳ ❋r♦♠❬✸✽❪✳
✐s♦s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐s♦t♦♣✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ◗P✿
(< N > / < Z >)CP =
∑
Nevts
∑
ν
Nν/
∑
Nevts
∑
ν
Pν ✭✼✮
✇❤❡r❡ Nν ❛♥❞ Pν ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ❜♦✉♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ν
✶✹❀ ❢r❡❡
♣r♦t♦♥s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞✱ ❛s ❢r❡❡ ♥❡✉tr♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞✳ Nevts ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭◆✴❩✮CP ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t✇✐❝❡✿ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s
❢♦r✇❛r❞ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥✲♥✉❝❧❡♦♥ ❢r❛♠❡ ✭Vparticle > V
lab
proj/2✮✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❧② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② ♣❛rt✐❝❧❡s
❢♦r✇❛r❞ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ◗P ❢r❛♠❡ ✭Vparticle > V
rec
QP✮✳ ■♥❞❡❡❞ ❛s t❤❡ ❇◆❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦
✐❞❡♥t✐❢② ♠✐❞✲r❛♣✐❞✐t② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❧✐❣❤t ❢r❛❣♠❡♥ts✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭◆✴❩✮CP ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❧②
❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❡✈❛♣♦r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ◗P✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r✇❛r❞
❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ◗P ❢r❛♠❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣ ✶✻✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭◆✴❩✮CP✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❢t❡r ❞❡✲❡①❝✐t✐♥❣ t❤❡ ❤♦t ◗P ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ ✐♥st❛♥t ♦❢ r❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ ◗P✲◗❚ ✇✐t❤ t❤❡
❙■▼❖◆ ❝♦❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ◆✐✰◆✐ s②st❡♠ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✭◆✴❩✮CP ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧✐t② ✐s s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ ♣r❡✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❆t ❜♦t❤ ❡♥❡r❣✐❡s ✭◆✴❩✮CP ❣r♦✇s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❛t ❤✐❣❤ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ❛s②✲s♦❢t ❝❛s❡✳ ❋♦r t❤✐s s②st❡♠ ✐t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ tr❡♥❞s ♦❜s❡r✈❡❞
✶✹ν ❜❡✐♥❣ ❞✱ t✱ 3❍❡✱ 4❍❡✱ 6❍❡✱ 6▲✐✱ 7▲✐✱ 8▲✐✱ 9▲✐✱ 7❇❡✱ 9❇❡✱ 10❇❡✳
✶✼
❢♦r t❤❡ ❤♦t ◗P ❬✸✽❪✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝❡♥tr❛❧✐t② ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ ❛♥❞
❛s②♠♠❡tr✐❝ ◆✐✰❆✉ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣r❡✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts✱ ✐s♦s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ ♣❛rt♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐♦❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ✭◆✴❩✮CP ✐s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡
❛s②✲s♦❢t t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❛s②✲st✐✛ ❝❛s❡ ❛t ✺✷ A▼❡❱✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛s②✲st✐✛♥❡ss ❛t
✼✹ A▼❡❱✳ ❋♦r t❤✐s s②st❡♠ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭◆✴❩✮CP ✇✐t❤ Ediss/Ec.m. ✐s str♦♥❣❧② ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❤♦t ◗Ps✱ ❜✉t t❤❡ ♦r❞❡r ❛s②✲s♦❢t✴❛s②✲st✐✛ ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞✳
❚❤❡ ♦♣❡♥ ♣♦✐♥ts s❤♦✇ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ◆◆ ❢r❛♠❡✳ ▲❡t ✉s r❡♠✐♥❞ t❤❛t ✐♥
t❤✐s ❝❛s❡ ♠✐❞✲r❛♣✐❞✐t② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ◗P ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ◆✐✰◆✐
s②st❡♠ ❛t ❜♦t❤ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✭◆✴❩✮CP ✈❛r✐❡s ❜② ❛t ♠♦st ✶✳✺✪ ✇❤❡♥ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❢♦r t❤✐s s②♠♠❡tr✐❝ s②st❡♠ ✇❤❡r❡ ◆✴❩ ✐s ♦♥❧② ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ♣r❡✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♠✐ss✐♦♥✳
❋♦r t❤❡ ◆✐✰❆✉ s②st❡♠ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ r❛t✐♦ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ◆✐✰◆✐ s②st❡♠ ✇❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞
❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐s ❤✐❣❤❡r ❛t
✺✷A▼❡❱✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❡♥❞ ✐s ✢❛tt❡r ❛t ✼✹A▼❡❱✳ ❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥
✇❤❡♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝❡♥tr❛❧✱ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❛rt♥❡rs ❛♥❞
t❤✉s ❛ ❧♦♥❣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡♥tr❛❧✐t②✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❧♦♥❣❡r ❛t ✺✷A▼❡❱ t❤❛♥ ❛t
✼✹A▼❡❱✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rt♥❡rs t♦ ❣♦ t♦✇❛r❞s ✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ ✜❣ ✶✻ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✭◆✴❩✮CP ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ◗P ❢r❛♠❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❛❧❧
❝❛s❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡s✱ ❛♥❞ ❢♦r ◆✐✰❆✉ ❛t ❜♦t❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡② ❣r♦✇ ❢❛st❡r ✇✐t❤ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠✐❞✲r❛♣✐❞✐t② ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥❝❧✉❞❡❞✿ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡
♠♦r❡ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡✐r ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈✐♦❧❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❬✸✾❪✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✭◆✴❩✮CP ❢♦r✇❛r❞ ✐♥ t❤❡ ◗P ❢r❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❆ ✜rst r❡s✉❧t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭◆✴❩✮ ♦❢ t❤❡ q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ❢♦r✇❛r❞
❡♠✐ss✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐❧❡ s♦✉r❝❡✳
❙✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
◗P ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❝❛s❡s tr❡❛t❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡
❛❣r❡❡♠❡♥t ✐s ❜❡tt❡r ✇❤❡♥ t❤❡ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙ ✐s ✉s❡❞✱ ✐✳❡✳ ❛ ❧✐♥❡❛r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ♦❢ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛r♦✉♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❢♦r ◆✐✰❆✉ ❛t ✺✷ A▼❡❱✱ ✇❤❡r❡ ✐s♦s♣✐♥
tr❛♥s♣♦rt ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t✱ t❤❡ ❝❧♦s❡ ♣♦✐♥ts ❧✐❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❊❖❙✳
❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣✉t ❛♥ ❡rr♦r ❜❛r ♦♥ ♦✉r r❡s✉❧t✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s γ❂✶±✵✳✷✳
❚❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦s♣✐♥✳ ❋✐rst❧② ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✳ ■♥ t❤❡ t♦♣✲❧❡❢t ♣❛♥❡❧ ♦❢ ✜❣ ✶✻ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ❝❧♦s❡
♣♦✐♥ts s✉♣❡r✐♠♣♦s❡ ❛t ❤✐❣❤ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✿ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✭◆✴❩✮CP ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛t ♠✐❞✲r❛♣✐❞✐t②
❛♥❞ ❛t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ◗P✳ ❚❤✐s ✐s ❛ str♦♥❣ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t
♠♦r❡ t❤❛♥ ✼✺✪ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠✉st ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②
t❤✐s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❛t ✐s♦s♣✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❧❡❛❞s ❢♦r ❛♥ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙ ✭s❡❡ ✜❣ ✶✶✮✳
❖♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✱ ❡q✉✐❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r b .✹ ❢♠✱ ❛t ❛
t✐♠❡ t❂✶✸✵±✶✵ ❢♠✴c✳
✻ ♥✴♣ r❛t✐♦ ❛t ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣✐❡s
❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ②✐❡❧❞s ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ✐s ❞✐r❡❝t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥✲
❡r❣②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❣♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ s②♠♠❡tr② ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♥✉❝❧❡♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❡❛r❧② ❡♠✐tt❡❞✳
❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ❜② t❤❡ ▼❙❯ ❣r♦✉♣ ❬✸✺✱ ✸✻✱ ✹✵❪✿ t❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ ❝❡♥t❡r✲♦❢✲
♠❛ss ♣r♦t♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr❛ ❢♦r 70◦ < θcm < 110
◦✱ ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ Pr♦t♦♥s ❛♥❞ ❧✐❣❤t
✶✽
❝❧✉st❡rs ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ▲❆❙❙❆ ♠♦❞✉❧❡s✱ ♥❡✉tr♦♥s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✇❛❧❧✳ P❛rt ♦❢ t❤❡
❲❯ ▼✐❝r♦❜❛❧❧ s❡r✈❡❞ ❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t♦r✳ ◆❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❧✐❣❤t ❝❧✉st❡rs✱
♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❛ ✜rst ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ♦♥❡s✳ ❚♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❛r❛t✉s❡s✱ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❡✣❝✐❡♥❝✐❡s ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡②
♣❡r❢♦r♠❡❞ t✇♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ✺✵ A▼❡❱ ♦♥ ❛ ♥❡✉tr♦♥✲♣♦♦r s②st❡♠ 112❙♥✰112❙♥ ✭▲✮ ❛♥❞ ❛ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤
♦♥❡ 124❙♥✰124❙♥ ✭❍✮ ❛♥❞ ✉s❡ ❞♦✉❜❧❡ r❛t✐♦s ♦❢ s♣❡❝tr❛✿
DR(n/p) = Rn/p(H)/Rn/p(L)
❋✐❣✉r❡ ✶✼✿ ❈♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♥❡✉tr♦♥✲♣r♦t♦♥
❞♦✉❜❧❡ r❛t✐♦s ♣❧♦tt❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥✲
❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥s✳ ❚❤❡ s❤❛❞❡❞ r❡❣✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❯❯✾✼ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❬✹✶❪✳
❚❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
■❇❯❯✵✹ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛t b❂✷ ❢♠ ❢r♦♠ ❬✹✷❪✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ ❬✹✵❪ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❜② st❛rs✳
❋r♦♠ ❬✸✺❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞♦✉❜❧❡
♥❡✉tr♦♥✲♣r♦t♦♥ r❛t✐♦s ❬✹✵❪ ✭st❛rs✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
♥✉❝❧❡♦♥ ❝❡♥t❡r✲♦❢✲♠❛ss ❡♥❡r❣②✱ t♦ ■♠◗▼❉ ❝❛❧❝✉❧❛✲
t✐♦♥s ✭❧✐♥❡s✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸✻❪✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s ✉s❡❞ ❢♦r ✐s♦s♣✐♥
❞✐✛✉s✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✱ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② t❡r♠✳ ❚❤❡ ❇❯❯✾✼ ✭✜❣✳ ✶✼✱ ❤❛t❝❤❡❞ ③♦♥❡s ✲ s❡❡ s❡❝t✳ ✸
❢♦r t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ F1 ❛♥❞ F3✮ ❜❡st ♠❛t❝❤❡s ❞❛t❛ ❢♦r ❛ s♦❢t ❛s②✲❊❖❙ ✭γ❂✵✳✺✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ■❇❯❯✵✹ ♠♦❞❡❧✱
✇✐t❤ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✭❧✐♥❡s✮ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢❛✐❧s ✐♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥
t❤❛t ♣r❡❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❬✹✸❪✱
❜✉t t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❡♠✐ss✐♦♥ ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣ ✶✽ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ■♠◗▼❉ ❝♦❞❡✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞♦✉❜❧❡ r❛t✐♦
♣r❡s❡♥ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② s✉❝❤ ❛s γ❂✵✳✼✺✳ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ γ ❞✐♠✐♥✐s❤❡s
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞♦✉❜❧❡ n/p r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❧✐❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❜✉t
✶✾
❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ❜❛rs✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✸✻❪ st❛t❡ t❤❛t✱ ✇✐t❤✐♥ ❛ ✷σ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❞❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s✉❝❤ ❛s 0.5 ≤ γ ≤ 1.05✱ ✇✐t❤ ❜❡st ✈❛❧✉❡ ✵✳✼✳
❚❤❡s❡ ❛✉t❤♦rs str❡ss❡❞ t❤❛t t❤❡ ■♠◗▼❉ ❝♦❞❡ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠ ♦❢ Esym ✇❤❡♥ ❝♦♥❢r♦♥t❡❞ t♦
✐s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♥✴♣ r❛t✐♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ str❡♥❣t❤❡♥s t❤❛t r❡s✉❧t✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② t❤❡ ❇❯❯✾✼
❛♥❞ ■❇❯❯✵✹ ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ■❇❯❯✵✹ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣r❡❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧ ❛s ✐s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞ ♠♦❞✐❢② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
✼ ■s♦s♣✐♥ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ✭♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛t✐♦♥✮
■s♦s♣✐♥ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♦❝❝✉r ✐♥ ❝❡♥tr❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥✲
t❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛ t❡st ♦❢ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐♥ ❞✐❧✉t❡ ♠❛tt❡r ❛♥❞ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞✲❣❛s t②♣❡ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✶✺ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t②✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣ ✶✾✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s µn− µp = 4Esym(ρ)I/A✱
❣♦✈❡r♥s t❤❡ ♠❛ss ✢♦✇ ✐♥ ♥♦♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t✐♥❣
dependence, for = 0 2, of neutron (upper curves) and proton (lower curv
❋✐❣✉r❡ ✶✾✿ ❉❡♥s✐t② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ ❢♦r I❂✵✳✷✱ ♦❢
♥❡✉tr♦♥ ✭✉♣♣❡r ❝✉r✈❡s✮ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ✭❧♦✇❡r ❝✉r✈❡s✮
❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r ❛s②✲s✉♣❡rst✐✛ ✭γ ∼✶✳✻ ✲ s♦❧✐❞
❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❛s②✲s♦❢t ✭γ❂✵✳✺ ✲ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮ ❊❖❙✳
❋r♦♠ ❬✶❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✵✿ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ◆✴❩ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✭❝✐r❝❧❡s✮
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✭sq✉❛r❡s✮ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ ❙♥✰❙♥
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ◆✴❩✳ ❙♦❧✐❞ ❧✐♥❡s ❛♥❞
s♦❧✐❞ s②♠❜♦❧s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛s②st✐✛ ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛❜❞ ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❛s②✲
s♦❢t ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ ❬✹✹❪✳
s②st❡♠s ✭ρ . ρ0/2✱ ✐✳❡✳ ρ .✵✳✵✽ ♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s ♠♦✈❡ ✐♥
♣❤❛s❡✱ ❜♦t❤ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r ρ✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ µp ✐s ❤♦✇❡✈❡r st❡❡♣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ µn✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡
✶✺❲❡ r❡♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✶✿ ❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛s②♠♠❡tr② ◆✴❩ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s②♠♠❡tr✐❝
❙♥✰❙♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t b❂✷ ❢♠✱ ❊✴❆❂✺✵ A▼❡❱✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛s②✲st✐✛ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❛s②✲s♦❢t ✭❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✮ ❊❖❙✳ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❤♦t ♣r✐♠❛r② ❢r❛❣♠❡♥ts❀ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✜♥❛❧ ❝♦❧❞ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❋r♦♠ ❬✹✹❪✳
❝❧✉st❡rs ✭❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✮ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❜✉❧❦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✭❧♦✇
❞❡♥s✐t②✮ ✇✐❧❧ ❣❡t ❡♥r✐❝❤❡❞ ✐♥ ♥❡✉tr♦♥s✳ ❆s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s❧♦♣❡s ✐s ♠♦r❡
♠❛r❦❡❞ ❢♦r ❛♥ ❛s②✲s♦❢t ❊❖❙ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ t❤❡ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t ✇✐❧❧ ❜❡ str♦♥❣❡r ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❇◆❱ ❝♦❞❡ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ ✭b =✷ ❢♠✮ s②♠♠❡tr✐❝ ❙♥✰❙♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ✇✐t❤
♠❛ss❡s ✶✶✷✱ ✶✷✹ ❛♥❞ ✶✸✷✱ ❛t ✺✵ A▼❡❱ ❬✹✹❪✳ ❆ ❧❛r❣❡ st❛t✐st✐❝s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝ts✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ❢♦r♠s ♦❢ Epotsym ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛ st✐✛ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ γ ∼✶✳✻
❛♥❞ ❛ ✈❡r② s♦❢t ♦♥❡ ✭γ ∼✵✳✷✲✵✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✭❢r❛❣♠❡♥t ✶✻✮ ❛♥❞ ❣❛s ♣❤❛s❡s ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆✴❩ ✐♥ ✜❣✳ ✷✵✳ ❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❤❡r❡ ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❤♦t ♦♥❡s✳ ■t
❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ◆✴❩ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞❀ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ◆✴❩✱ ❛♥❞ ✐s ❧❛r❣❡r ✐♥ t❤❡ ❛s②✲s♦❢t ❝❛s❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛t ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ✐s ❧❛r❣❡r✳
❋♦r t❤❡ ❧❡ss ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ s②st❡♠✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s ♠♦r❡ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ t❤❛♥ t❤❡ ❣❛s ✐♥ t❤❡ ❛s②✲st✐✛ ❝❛s❡❀
t❤✐s ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❈♦✉❧♦♠❜ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♦✈❡r s②♠♠❡tr② ❡✛❡❝ts✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❛ str♦♥❣ ♣r♦t♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t Ifrag < Isyst ❢♦r ♥✲r✐❝❤ s②st❡♠s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs❡❧②
Ifrag > Isyst ❢♦r ✏♥✲♣♦♦r✑ s②st❡♠s✳
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧✐♠✐t ✐♥ Z ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s ♣❤❛s❡s✱ ✐t ♠❛② ✈❛r②
❢r♦♠ ❡✈❡♥t t♦ ❡✈❡♥t✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆✴❩ ✶✼ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❦✐♥❡t✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❝❛r✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❢r❛❣♠❡♥ts ❝♦♠❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♦r ✐♥ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✮✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✳ ✷✶ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝❡r♥s ❤♦t
❢r❛❣♠❡♥ts✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❛s②♠♠❡tr② ✈s ❊ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ s❧♦♣❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ tr❡♥❞s✿ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜
❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦t♦♥✲r✐❝❤ ❢r❛❣♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✐s
♠♦r❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♠♦r❡ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ ❢r❛❣♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❧♦♣❡✱ ♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✐♥ t❤❡ ❛s②✲s♦❢t ❝❛s❡✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ✜♥❛❧ s❧♦♣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✱ ✐t s❤♦✉❧❞
✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r ❛s②✲s♦❢t ❊❖❙ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❡❧❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❡❡♣❡r
✶✻❋r❛❣♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♠❛tt❡r ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ρ0/5
✶✼◆✴❩ ♦❢ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❡♥ts ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦
∑
iNi/
∑
i Zi✱ t❤❡ s✉♠s r✉♥♥✐♥❣ ♦♥
❛❧❧ ❢r❛❣♠❡♥ts ✐ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❛♥❞ ✶✵ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ❡✈❡♥t✳
✷✶
♥❡❣❛t✐✈❡ s❧♦♣❡ ✐s ❢♦r t❤❡ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡ss ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ s②st❡♠ ✭112❙♥✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
✐s ❢♦r t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ r✐❝❤❡r s②st❡♠✱ 132❙♥✳ ❚❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛❡❝ts ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t
❢♦r t❤❡ ❝♦❧❞ ❢r❛❣♠❡♥ts✳
❙t✉❞✐❡s ✉s✐♥❣ t❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ❜② t❤❡ ▼❙❯ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ■◆❉❘❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✭t❤❡s✐s ♦❢ ❋✳ ●❛❣♥♦♥✲▼♦✐s❛♥✮✳ ❚❤❡ ▼❙❯ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❛❣❛✐♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡ ✉s❡❞✿ ✇❤✐❧❡ ✇✐t❤ ■♠◗▼❉ t❤❡② s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❛♥ ❛s②✲s♦❢t
❊❖❙ ✭γ ∼✵✳✺✮ ✶✽✱ t❤❡② ❜❡tt❡r ♠❛t❝❤ ✇✐t❤ ❛♥ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙ ✭γ ∼✶✳✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❇◆❱ ❬✹✹❪ ❝♦❞❡ ✶✾✳ ❚❤❡
■◆❉❘❆ ❞❛t❛ ❛r❡ st✐❧❧ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②✱ ❛♥❞ s❡❡♠ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❢❛✈♦✉r ❛♥ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s②st❡♠s ✭136❳❡ ✰124❙♥ ❛♥❞ 124❳❡✰112❙♥ ❛t ✸✷ ❛♥❞ ✹✺ A▼❡❱✮ ❛r❡ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳
✽ ◆❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛t ❋❡r♠✐ ❡♥❡r❣✐❡s
❆s s❛✐❞ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❝t✳✸✳✷✮✱ ❢♦r ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ✶✺✲✺✵ A▼❡❱ t❤❡
❡①✐t ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❝♦♠♣r✐s❡ s❡✈❡r❛❧ ❧✐❣❤t ♣r♦❞✉❝ts ✭❩<✶✵✮ ❡♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ③♦♥❡✱
✇✐t❤ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❛rt♥❡rs✳ ❚❤❡s❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❡❝t♦rs ♦❢ ◗P✱ ◗❚ ❛♥❞ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥ts✿ ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ t❤❡
❋✐❣✉r❡ ✷✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ◆✴❩ ♦❢ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥ts ✈s t❤❡✐r
✐♥✲♣❧❛♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❣❧❡✱ ❢♦r t❡r♥❛r② ❡✈❡♥ts ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❢♦r t✇♦ ❙♥✰◆✐ r❡❛❝t✐♦♥s ❛t ✸✺ A▼❡❱✳ ❚❤❡
❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ■▼❋ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥❝❡r♥ ❢❛st ❡♠✐tt❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts ✭s❡q✉❡♥✲
t✐❛❧ ✜ss✐♦♥ r❡♠♦✈❡❞✮✳ ❋r♦♠ ❬✹✺❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✸✿ ❙❛♠❡ ❛s ✜❣ ✷✷ ❢♦r t❤❡ ◆✴❩ ♦❢ ❤♦t
❢r❛❣♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❇◆❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
❋r♦♠ ❊✳ ❉❡ ❋✐❧✐♣♣♦✱ ◆❯❋❘❆✷✵✵✼✳
❛♥❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r ❤❛✈❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t Φplane = 0✱ Φplane ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✶✽s❡❡ t❤❡ t❛❧❦ ♦❢ ❇✳ ❚s❛♥❣ ❛t t❤❡ ◆❯❋❘❆ ✷✵✵✾ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❤tt♣✿✴✴✜❛s✳✉♥✐✲❢r❛♥❦❢✉rt✳❞❡✴❤✐st♦r✐❝❛❧✴♥✉❢r❛✷✵✵✾
✶✾t❛❧❦ ♦❢ ❍✳ ❲♦❧t❡r ❛t t❤❡ ■❲▼✷✵✵✾ ✇♦r❦s❤♦♣✱ ❤tt♣✿✴✴❛❣❡♥❞❛✳❝t✳✐♥❢♥✳✐t✴❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥▲✐st❉✐s♣❧❛②✳♣②❄❝♦♥❢■❞❂✶✷✽
✷✷
◗P✲◗❚ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞
st✉❞✐❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ❬✹✻✕✹✽❪✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ✐s♦t♦♣✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❍■▼❊❘❆ ❛rr❛② ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞②
t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐❧✉t❡
③♦♥❡✱ ρ0/2 < ρ < ρ0✱ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② r❡❣✐♦♥s ♦❢ ◗P✴◗❚✳ ■s♦s♣✐♥ tr❛♥s♣♦rt ❡✛❡❝ts ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❞r✐❢t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋✐❣✳✶✾ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♦♥ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥s ♠♦✈❡ ♥♦✇
✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ♥❡✉tr♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❧♦✇ ❞❡♥s✐t② ♥❡❝❦ r❡❣✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡ ◗P✴◗❚
③♦♥❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡r s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ❛ ❧❛r❣❡r ♥❡✉tr♦♥ ✢♦✇ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛s②✲st✐✛ ❊❖❙✳ ❚❤❡ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥ts s❤♦✉❧❞ t❤✉s ❜❡ ✈❡r② ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❣❛s✲♣❤❛s❡ t❤r♦✉❣❤ ✐s♦s♣✐♥ ❞✐st✐❧❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ■s♦s♣✐♥ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❢♦r t✇♦ r❡❛❝t✐♦♥s 124❙♥✰64◆✐ ❛♥❞ 112❙♥✰58◆✐✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ◆✴❩ ♣r❡s❡♥ts
❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r❡ ❡①❛❝t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◗P ❛♥❞ ◗❚✳ ❚❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❜❡tt❡r
s❤♦✇s ✉♣ ✇❤❡♥ ❢r❛❣♠❡♥ts ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✜ss✐♦♥ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✿ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡
✭♦♥❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❢r❛❣♠❡♥ts✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡s ✭❛❧❧ ❢r❛❣♠❡♥ts✮✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ❛❧s♦ ♠♦r❡ ♠❛r❦❡❞ ❢♦r t❤❡
♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤❡r s②st❡♠✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ st♦❝❤❛st✐❝ ❇◆❱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱
✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ✜❣ ✷✸ ✷✵✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❢ ◆✴❩ ✐s r❛t❤❡r ✢❛t ❢♦r ❛♥ ❛s②✲s♦❢t ❊❖❙✱ ❛♥❞ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛ st✐✛ ❛s②✲❊❖❙ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ◆✴❩ ✈❛❧✉❡ ❢♦r Φplane = 0✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧ ✭♥♦ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥ts
✐♥ ❇◆❱✮✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛♥ ❛s②✲st✐✛ ❊❖❙ ✭γ ∈ [1, 1.6]✮✳
✾ ◆❡✉tr♦♥ s❦✐♥
■t ❤❛s ❧♦♥❣ ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐♥ st❛❜❧❡ ❤❡❛✈② ♥✉❝❧❡✐ ♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ❞✐✛❡r✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②
❜② t❤❡✐r r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ r❛❞✐✐✳ ❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥ r♠s r❛❞✐✉s ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧ q✉❛♥t✐t② ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣
❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ◆❡✉tr♦♥ s❦✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ ❙✱ ♦❢ 208P❜ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✭❛✮ ▲✱ ✭❜✮ Ksym ❛♥❞ ✭❝✮ Esym(ρ0) ❢♦r ✷✶
s❡ts ♦❢ ❙❦②r♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ ✐♥ ♣❛♥❡❧ ✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t✳ ❋r♦♠ ❬✹✾❪
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❊❖❙✳ ❯s✐♥❣ ❙❦②r♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐t
❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ s❦✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss✱ S ✷✶✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛r♦✉♥❞ ♥♦r♠❛❧
❞❡♥s✐t②✱ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ S ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❊q✳✻ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✷✹✱ ❢♦r ✷✶
✷✵❲❛r♥✐♥❣✿ t❤✐s ✜❣✉r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ◆✴❩ ♦❢ ❡①❝✐t❡❞ ♥❡❝❦ ❢r❛❣♠❡♥ts
✷✶❞❡✜♥❡❞ ❛s S =
√
〈r2n〉+
√
〈r2p〉
✷✸
❞✐✛❡r❡♥t ❙❦②r♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ✷✷✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t S ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❧♦♣❡ L ♦❢
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛t ♥♦r♠❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧♦♦s❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs Ksym ❛♥❞
Esym(ρ0)✳ S ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ s❝❛r❝❡ r❡s✉❧ts
✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦♦r ❛❝❝✉r❛❝②✳ ◆❡✉tr♦♥ s❦✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇
t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✉st ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ st❛rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r✳
❚❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡ss ♥❡✉tr♦♥s ♦❢ t❤❡ s❦✐♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❜✉❧❦ s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tt❡r ✐s ❛t t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✺✿ ❯♣♣❡r ♣❛♥❡❧s✿ r❛t✐♦ ♦❢ ♣②❣♠② t♦ ❣✐✲
❛♥t ❞✐♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ str❡♥❣t❤ ❢♦r130,132Sn ✈❡rs✉s
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡r a4 ❛s r❡s✉❧t✐♥❣
❢r♦♠ ❘◗❘P❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮✳ ❚❤❡ ❞♦t✲
❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
P❉❘✴●❉❘ str❡♥❣t❤ r❛t✐♦s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡rr♦rs ❛♥❞
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ a4 ✈❛❧✉❡s ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠✳ ❇♦t✲
t♦♠ ♣❛♥❡❧s✿ ♥❡✉tr♦♥ s❦✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss Rn − Rp ✈❡r✲
s✉s a4 ❢r♦♠ ❘◗❘P❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❚❤❡ ❞♦t✲❞❛s❤❡❞
❛♥❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ a4 ✈❛❧✉❡ ❛♥❞
✐ts ❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥✲s❦✐♥ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❞❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ ✐t✳ ❋r♦♠ ❬✺✵❪
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❣♠② ❞✐♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✱ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❜❡❧♦✇ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ❞✐♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳
■t ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✐❣♠② r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ■♥ ❬✺✵❪ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❍❛rtr❡❡✲❇♦❣♦❧✐✉❜♦✈ ♠♦❞❡❧ ♣❧✉s r❡❧❛t✐✈✐st✐❝
q✉❛s✐♣❛rt✐❝❧❡ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘◗❘P❆✮ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❣r♦✉♥❞✲st❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❡
str❡♥❣t❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Esym(ρ0) ✐♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❛s
✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵ ❛♥❞ ✸✽ ▼❡❱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❞❥✉st❡❞ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛tt❡r
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛ ❞✐r❡❝t r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
♥❡✉tr♦♥ s❦✐♥ ❛♥❞ ♣②❣♠② r❡s♦♥❛♥❝❡ str❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ✜❣ ✷✺ ❢♦r 130❙♥ ❛♥❞
132❙♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣✐❣♠② str❡♥❣t❤ ✐s ❧✐♥❡❛r❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ s❦✐♥ ❛♥❞ t♦ Esym(ρ0)
✭♥♦t❡❞ a4 ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ P❉❘ ❛♥❞ ●❉❘ str❡♥❣t❤s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡
❘◗❘P❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✜①❡s t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
a4 ❂ ✸✷✳✵ ± ✶✳✽ ▼❡❱ ❛♥❞ L ❂ ✹✸ ± ✶✺ ▼❡❱
❚❤✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♦❢t ❛s②✲❊❖❙✱ ✇✐t❤ γ ∈ [0.3; 0.5]
✶✵ ❈♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❊❖❙ ❛t s✉♣r❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
✶✵✳✶ ♥✱ ♣ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✢♦✇s
■♥ ❝❡♥tr❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ∼✷✵✵ A▼❡❱ ❜❛r②♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
✷✲✸ ρ0 ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✇❛② t♦ t❡st t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛t s✉♣r❛s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❤❡
♥❡✉tr♦♥ ❛♥❞ ♣r♦t♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✢♦✇s ❛r❡ ❣♦♦❞ ♣r♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss❡❞ st❛❣❡ ♦❢ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡
✷✷❙❑▼✱ ❙❑▼✯✱ ❘❆❚P✱ ❙■✱ ❙■■✱ ❙■■■✱ ❙■❱✱ ❙❱✱ ❙❱■✱ ❊✱ ❊σ✱ ●σ✱ ❘σ✱ ❩✱ ❩σ✱ ❩
∗
σ✱ ❚✱ ❚✸✱ ❙❦❳✱ ❙❦❳❝❡ ❛♥❞ ❙❦❳♠✱ s❡❡ ❬✸❪ ❢♦r
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✷✹
✢♦✇ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ✶st ❛♥❞ ✷nd ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✿
dN
dφ (y, pt) = 1 + v1 cos (φ) + 2v2 cos (2φ)
v1 ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✢♦✇✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ❡♠✐s✲
s✐♦♥✳ v2 ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s t❤❡ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✢♦✇✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡
❡♠✐ss✐♦♥s✿ ✐♥✲♣❧❛♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❢❛✈♦✉r❡❞ ❢♦r v2 > 0 ✇❤❡r❡❛s v2 < 0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♦✉t✲♦❢✲♣❧❛♥❡ ❡♠✐ss✐♦♥
✭sq✉❡❡③❡✲♦✉t✮✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✢♦✇ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❢r♦♠ ❆✉✰❆✉ r❡❛❝t✐♦♥s ❛t ✹✵✵ A▼❡❱ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ●❙■✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❋❖P■ ❛♥❞ ▲❆◆❉ ❛♣♣❛r❛t✉s❡s ❬✺✶❪✳ ■♥ ❛ ♥❡✇ ❛♥❞ r❡❝❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ❞❛t❛✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❞❛t❛ s❡ts ❢♦r
❝❡♥tr❛❧ ❛♥❞ ♠✐❞✲♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❯r◗▼❉ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✷✸✱ ✇✐t❤ t✇♦
❋✐❣✉r❡ ✷✻✿ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡❧❧✐♣t✐❝ ✢♦✇ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ν2 ❢♦r ♥❡✉tr♦♥s ✭tr✐❛♥❣❧❡s✮ ❛♥❞ ❤②❞r♦✲
❣❡♥s ✭st❛rs✮✱ t♦♣ ♣❛♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡✐r r❛t✐♦ ✭❜♦t✲
t♦♠ ♣❛♥❡❧✮ ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ ✭b <✼✳✺ ❢♠✮ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s
♦❢ 197❆✉✰197❆✉ ❛t ✹✵✵ A▼❡❱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♣❡r ♥✉❝❧❡♦♥ pt/A✳
❚❤❡ s②♠❜♦❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱
t❤❡ ❯r◗▼❉ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r γ❂✶✳✺ ✭❛s②✲st✐✛✮
❛♥❞ ✵✳✺ ✭❛s②✲s♦❢t✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✳
❋r♦♠ ❬✺✷❪✳
♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ Epotsym✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ γ ✈❛❧✉❡s ✵✳✺ ❛♥❞ ✶✳✺✳ ❋✐❣✳ ✷✻ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ν2 ❢♦r
♥❡✉tr♦♥s ❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥s ✷✹ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ pt✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭❧✐♥❡s✮ ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭♣♦✐♥ts✮✳ ■t
❛♣♣❡❛rs t❤❛t t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ sq✉❡❡③❡✲♦✉t ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ✇❤❡r❡❛s t❤❛t ♦❢
❤②❞r♦❣❡♥s ✐s ♥♦t✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ sq✉❡❡③❡✲♦✉t r❛t✐♦✱ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡
✐s ❛ ❣♦♦❞ ♣r♦❜❡ ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❤♦✇❡✈❡r s✉✛❡r ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ st❛t✐st✐❝s
❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♣r❡s❡♥t ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞
♦✈❡r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ✵✳✸✲✶✳✵ ●❡❱✴c✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ γ ≈ 0.9± 0.3✳
■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛ ♥❡✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛✐♠✐♥❣ ❛t ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ✢♦✇s ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ❛t ●❙■ ✇✐t❤✐♥
t✇♦ ②❡❛rs✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ✇✐❧❧ ❝♦♠❜✐♥❡ ▲❆◆❉ ✇✐t❤ ♣❛rts ♦❢ ❈❍■▼❊❘❆ ❛♥❞ t❤❡ ❆▲❆❉■◆
t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ✇❛❧❧✳
✷✸♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r b < 7.5 ❢♠ ❛♥❞ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❋❖P■✴▲❆◆❉ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡s
✷✹♣r♦t♦♥s✱ ❞❡✉t❡r♦♥s ❛♥❞ tr✐t♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❡❞
✷✺
✶✵✳✷ ▼❡s♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛t s✉♣r❛✲s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❋✐❣✉r❡ ✷✼✿ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆±,0,++ r❡s✲
♦♥❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣✐♦♥s pi±,0 ✭❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ❦❛♦♥s K+,0
✭r✐❣❤t✮ ❢♦r ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✭b❂✵ ❢♠ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡✲
t❡r✮ ❆✉✰❆✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛t ✶ A●❡❱ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥✲
❡r❣②✳ ❚r❛♥s♣♦rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ NL✱
NLρ✱ NLρδ ❛♥❞ ❉❉❋ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❊❖❙ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✐♥✲
s❡t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ K0/K+ r❛t✐♦ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❛♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋r♦♠ ❬✹✺❪✳
❆t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t❤❡ ♠❡s♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❜❡ t❤❡ ❊❖❙ ❛t
❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡s♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛t ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✳ ■♥ ❛ ❘❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ▼❡❛♥ ❋✐❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣✐♦♥ ❛♥❞ ❦❛♦♥ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✐♥
❤❡❛❞✲♦♥ ❆✉✰❆✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t ✶ A●❡❱ ❬✹✺❪ ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ▲❛♥❞❛✉✲❱❧❛s♦✈ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❤❛r❞ ❤❛❞r♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡
❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ∆ ❛♥❞ N∗ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✷✺ ❛♥❞ t❤❡✐r ❞❡❝❛② ✐♥t♦
♣✐♦♥s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐s♦✈❡❝t♦r ♠❡s♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❡r♠❡❞ NL✱ NLρ ❛♥❞ NLρδ✱
0.8
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
NL NLρ NLρδTHERM.DATA
30 75 100
Data Vs Models
(K
+
/K
0 ) R
u 
/ (K
+
/K
0 ) Z
r
Esym (MeV, ρB=2.5ρ0)
❋✐❣✉r❡ ✷✽✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❛t✐♦
(K+/K0)Ru/(K
+/K0)Zr ✭st❛rs✮ ❛♥❞ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦❞❡❧
✭❝r♦ss✮ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✿
NL ✭❝✐r❝❧❡s✮✱ NLρ ✭sq✉❛r❡s✮✱ ❛♥❞ NLρδ
✭tr✐❛♥❣❧❡s✮✱ ❢♦r t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✿ ■◆▼
✭♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❍■❈ ✭❢✉❧❧ s②♠❜♦❧s✮✳
❙t❛t✐st✐❝ ❛♥s s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛rs ❛♥❞ ❜r❛❝❦❡ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❋r♦♠ ❬✺✸❪✳
✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❛s②✲st✐✛♥❡ss✳ ❋✐❣✳ ✷✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ♦❢ ∆✱
♣✐♦♥s ❛♥s ❦❛♦♥s✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❦❛♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r ♣r♦❜❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② st❛❣❡ ❛s t❤❡② ❛r❡
❛❧❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ✜rst ✐♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② ♣✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ r❡✲❛❜s♦r❜❡❞
❞✉r✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡✳ ❚❤❡ pi− ②✐❡❧❞ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✷✺❚❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ∆ ✐s ✶✷✸✷ ▼❡❱ ❛♥❞ t❤❛t ♦❢ t❤❡ N∗ ✶✹✹✵ ▼❡❱
✷✻
✐s♦✈❡❝t♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ✭NL → NLρδ✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❛t ♦❢ pi+ ❜❛r❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♠♦r❡ ♠❛r❦❡❞ ♦♥
❦❛♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ K0✳
❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❦❛♦♥s ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r 9644❘✉✰
96
44❘✉ ❛♥❞
96
40❩r✰
96
40❩r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t
✶✳✺ A●❡❱✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❖P■ ❞❡t❡❝t♦r ❬✺✸❪✳ ❚❤❡s❡ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛ss ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦s♣✐♥s✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞♦✉❜❧❡ r❛t✐♦ ♦❢ K+/K0 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✳ ✷✽ ❜② t❤❡ r❡❞ st❛r✳ ■t ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢
❘▼❋ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✭❝❧♦s❡ ❝✐r❝❧❡✱ sq✉❛r❡ ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡✮✳ ❆t t❤❛t ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ✐♥ ✈✐❡✇ ♦❢
t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs✱ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ Esym ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
1
2
3
0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6
(N/Z)sys
π
-
/π
+
(N/Z)2
Softer
Esym(2ρ0)
40Ca+40Ca
96Ru+96Ru
96Zr+96Zr
197Au+197Au
FOPI
MDI x=1
MDI x=0.5
MDI x=0
IQMD
1
1.2
1.4
1.6
1.8
2
0 0.2 0.4 0.6 0.8
b/b
max
96Ru+96Ru 0.4 AGeV
(N/Z)2
❋✐❣✉r❡ ✷✾✿ ❚❤❡ pi−/pi+ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥❡✉tr♦♥✴♣r♦t♦♥ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❛t
✵✳✹ A●❡❱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢
b/bmax ≤✵✳✶✺✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ✐s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡❡tr
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ pi−/pi+ ❢♦r t❤❡ 96❘✉✰96❘✉ r❡✲
❛❝t✐♦♥ ❛t ✵✳✹ A●❡❱✳ ❋r♦♠❬✺✹❪
1
2
3
4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Ebeam(AGeV)
π
-
/π
+
FOPI
MDI x=1
MDI x=0
IQMD
❋✐❣✉r❡ ✸✵✿ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ pi−/pi+ r❛t✐♦
✐♥ t❤❡ ♠♦st ❝❡♥tr❛❧ ❆✉✰❆✉ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❋r♦♠❬✺✹❪
❚❤❡ ❋❖P■ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ♣✐♦♥s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ s②st❡♠s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠
❈❛✰❈❛ t♦ ❆✉✰❆✉ ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✷ ❛♥❞ ✶✳✷ A●❡❱✳ ❘❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ❢♦r ❝❡♥tr❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♥s✐t② ✐s ❛r♦✉♥❞ ✷ρ0 ❬✺✺❪✳ ❋✐❣✳ ✷✾ s❤♦✇s t❤❡ pi
−/pi+ r❛t✐♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✹✵✵ A▼❡❱
✈❡rs✉s t❤❡ ◆✴❩ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧❧✐❞✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ✜❣✳ ✸✵ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐♦♥
r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❆✉✰❆✉ s②st❡♠✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ■❇❯❯✵✹ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ■◗▼❉ ♠♦❞❡❧✳ ■t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t ❝❛♥ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊❖❙ ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ◆✴❩ ✭❩r✰❩r ❛♥❞ ❆✉✰❆✉✮✱ ❛♥❞ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✱
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ pi ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✐s♦s♣✐♥ ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠✲❞❡♣❡♥❞❡♥t tr❛♥s♣♦rt
♠♦❞❡❧✱ ❛ ✈❡r② s♦❢t ❊❖❙ ✭x >✶ ≡ γ < 0.3✮ ✐s ❢❛✈♦✉r❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t② ❬✺✹❪✳ ❚❤✐s s✉r♣r✐s✐♥❣ r❡s✉❧t ♠❛② ❜❡
t❤❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦♥ ✇❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧✐❛❜❧② ❧❡❛r♥t ❛❜♦✉t Esym✭ρ✮ ❛t ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②
❢r♦♠ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❤❡❛✈②✲✐♦♥ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
✷✼
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INDRA+BNV
MSU+ImQMD/IBUU04/BUU97
MSU+BUU97/ImQMD
CHIMERA+CoMD
CHIMERA+BNV
PDR+RQRPA
ALADIN+UrQMD
FOPI+IBUU04
γ)
0
ρ/ρ(ps + c2/3)0ρ / ρ (
k
s/A=csymE
❋✐❣✉r❡ ✸✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ γ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❞❡s✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡❢t✲t♦✲r✐❣❤t ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡
s❡♣❛r❛t❡s ✏❧♦✇ ❞❡♥s✐t②✑ ❢r♦♠ ✏❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✑ r❡s✉❧ts✳
✶✶ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ✐♥ ✜❣✳ ✸✶ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ γ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡✳
❊①❝❡♣t t❤❡ ✈❡r② ✜rst r❡s✉❧t ❢r♦♠ ▼❙❯ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❇❯❯✾✼✱ t❤❡② ❛t ♠♦st ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✺✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✈❡r② st✐✛✳ ❚❤❡ ❛s②✲st✐✛♥❡ss ✐s ❢♦✉♥❞ s♦❢t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ■♠◗▼❉ ❝♦❞❡
t❤❛♥ ✇✐t❤ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ ❝♦❞❡s✳ ❚✇♦ r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s ❛ ✈❡r② ❛s②✲s♦❢t✲❊❖❙ ✭t❤♦s❡ ❢r♦♠ ♥❡✉tr♦♥ s❦✐♥
❛♥❞ ♣✐♦♥s✮✳ ❈❧❡❛r❧② ♠♦r❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s✐❞❡✳
✶✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥✿ ♣r♦❜❧❡♠s r❛✐s❡❞ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ❧❡❝t✉r❡✱ s♦♠❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t②
❢r♦♠ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❛✐s❡❞✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
❤❡r❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ s♦♠❡ ❢♦r❡s❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✱ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳
■t ♠✉st ❜❡ str❡ss❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝ts ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧✱ ❛ ❤✐❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ st❛t✐st✐❝s ✐s
♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡✱ ❛t ❧❡❛st✱ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s❀ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
r❡s✉❧ts ❡①❤✐❜✐t ✐♥❞❡❡❞ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦r ❜❛rs✳
✷✽
✶✷✳✶ ■♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥
❚r❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s s✐♠✉❧❛t❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ b✱ ❛ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❙♦♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✷✻ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ bexp ❬✷✹❪✳
❉✉❡ ❤♦✇❡✈❡r t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧②
r❡❝♦r❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s bmaxexp < b
grazing✮✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t ❛
❣✐✈❡♥ ✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ b ❛♥❞ bexp✳ ❚❤✐s ♠❛② ❝❛✉s❡
s♦♠❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥
✐♠♣❛❝t ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❆♥ ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ♣❛rt✐❛❧❧② ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t♦ tr❡❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞
❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦♦t✐♥❣✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ b✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ❛ s♦rt✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✹ ❛♥❞ ✺✳✸✳
✶✷✳✷ ❈♦♠♣❧❡t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts
■♥ s❡✈❡r❛❧ ❝❛s❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ st✐✛♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
◆✴❩ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
♠❛ss❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❧② ❡①✐st✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦rs✱ t❤❡ ✐s♦t♦♣✐❝ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♣
t♦ Z❂✾ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳ ❊✈❡♥ t❤❡ ❈❍■▼❊❘❆ ❛rr❛②✱ ✇✐t❤ ✐ts t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t✱ ❤❛s ❞✐✣❝✉❧t✐❡s
✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ Z ❛♥❞ A ❢♦r t❤❡ ❤❡❛✈✐❡r ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠❛ss❡s✱
❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛✈✐❡st ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✳
■♥ t❤✐s ❛✐♠ t❤❡ ❋❆❩■❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡s ♦♥ ❛♥ ❛♠❜✐t✐♦✉s r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❣r❛♠✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❡♥❞✲✉♣ ✐♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ✹pi ❛rr❛②✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣✉❧s❡✲s❤❛♣❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥
s✐❧✐❝♦♥ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ s❝✐♥t✐❧❧❛t♦rs✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❢✉❧❧② ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✷✼✳
✶✷✳✸ ❚r❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s
✶✷✳✸✳✶ ■♥✲♠❡❞✐✉♠ ❡✛❡❝ts
■t ✇❛s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ♦❢t❡♥ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞
❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ ✐♥✲♠❡❞✐✉♠ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ t❡r♠ ❛r❡ ♥♦t
✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡ t❤❡ ✐♥✲♠❡❞✐✉♠ ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❢ pi✱ K
❛r❡ ♥♦t ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳
✶✷✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✺✳✷ ❛♥❞ ✻✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❊❖❙ ✐s
❢❛r ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ s❡tt❧❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡s✱ ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❛t ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❲❈■ ❬✺✻❪
❢♦r t❤❡ ✐s♦s❝❛❧❛r ❊❖❙✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✱ s♦♠❡ ♣♦✐♥ts t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✭✐✮ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤✱ ❜❡s✐❞❡s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♣r❡❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❡♠✐ss✐♦♥ ❬✹✸❪ ♠❛② ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❛t ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ✐s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ✭✐✐✮ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡s t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥
✷✻❆ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❞❡♥s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❝♦r❞❡❞ ♣❡r ❡✈❡♥t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t✐❡s ✭♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✱ ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣r♦❞✉❝ts✱ ♦❢ ❧✐❣❤t ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✱ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ t♦t❛❧ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝❤❛r❣❡✱
❞✐ss✐♣❛t❡❞ ❡♥❡r❣②✳
✷✼❤tt♣✿✴✴❢❛③✐❛✳✐♥✷♣✸✳❢r
✷✾
t❡r♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r✳ ✭✐✐✐✮ t❤❡ q✉❛♥t❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡s❡r✈❡❞✳ ❇❡s✐❞❡s
❆▼❉ ❛♥❞ ❋▼❉✱ t❤❡ ❉❨❲❆◆ ❝♦❞❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s✐♥❣ ✇❛✈❡❧❡ts ❬✺✼❪✱ ❝♦✉❧❞ ❜r✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❤❡❛✈② s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛s ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
✶✷✳✹ ❋r♦♠ ❤♦t t♦ ❝♦❧❞ ❢r❛❣♠❡♥ts
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ❧♦♥❣ ❛❢t❡r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ t❤✉s ❝♦❧❞ ❢r❛❣♠❡♥ts✱
❤❛✈✐♥❣ ❧♦st t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣② t❤r♦✉❣❤ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ✭♦r ✜ss✐♦♥✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶
t❤❡ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠♦st ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❡①✐t ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛t ❢r❡❡③❡✲♦✉t ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❤♦t ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❆ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✭s♦♠❡t✐♠❡s t❡r♠❡❞
❛❢t❡r✲❜✉r♥❡r✮ ♠✉st t❤✉s ❜❡ ✉s❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ❜❡❢♦r❡ ❛♥② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❞❛t❛✳
❖♥❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝♦❞❡s✿ t❤❡ ●❊▼■◆■ ❬✺✽❪ ✐s ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❙■▼❖◆ ❝♦❞❡ ❬✺✾❪ ✉s❡❞ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡
❞❡✲❡①❝✐t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ▼❙❯ ❣r♦✉♣ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣❛rt ✇ss ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❬✻✵❪✳
■♥❞❡❡❞ t❤❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❝❛② ❝♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦✇ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ st✉❞②✐♥❣
t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✐✱ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ st❛❜❧❡ ❜❡❛♠s ❛♥❞ t❛r❣❡ts❀ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡
t❤✉s s❧✐❣❤t❧② ♥❡✉tr♦♥✲❞❡✜❝✐❡♥t✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧❧❡② ♦❢ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❤♦t ❢r❛❣♠❡♥ts
❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♠♦r❡ ♥❡✉tr♦♥✲r✐❝❤ ✭✐❢ t❤❡② ❦❡❡♣ t❤❡ ◆✴❩ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❣♠❡♥t✐♥❣
s②st❡♠✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠♦r❡ ♥❡✉tr♦♥✲❞❡✜❝✐❡♥t❀ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞❡♥s✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s
❧❛r❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ✇❤❡♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞r✐♣✲❧✐♥❡s✳ ❚♦ ❣❡t ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❡
■◆❉❘❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ❢✉❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❡s✐❞✉❡ ❛♥❞
❛❧❧ t❤❡ ❡♠✐tt❡❞ ❤❛r❣❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡✮✿ t❤❡ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ P❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✐
✇✐t❤ ♠❛ss❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✾✷ t♦ ✶✵✹ ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r♦✉♥❞ ✸ A▼❡❱ ❬✻✶❪ ❛♥❞ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ❧✐❣❤t
❢r❛❣♠❡♥t ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❇❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✐ ❬✻✷❪✳
❚❤❡s❡ ❝♦❞❡s✱ ✇❤❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲❡✐s❦♦♣✛ t❤❡♦r②✱ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❤♦t r❡s✐❞✉❡ ❤❛s
t✐♠❡ t♦ r❡✲❛rr❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
❡♥❡r❣② r❡❛❝❤❡s ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② s❤♦rt ❡♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ ❬✻✸❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ r❡❝❡♥t❧② t❤❛t ❢r❛❣♠❡♥ts
✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ♠✉❧t✐❢r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❡①❝✐t❡❞ ✉♣ t♦ ✸✲✸✳✺ A▼❡❱ ❬✻✹✱ ✻✺❪✳
❉❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✇❡❛❦❡♥s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝ts✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐s♦s♣✐♥
❞✐✛✉s✐♦♥ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ■◆❉❘❆ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❬✸✽❪✳ ❚❤❡r❡ ✐s ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ♥♦ r❡♠❡❞② t♦ t❤❛t ❢❛❝t✳ ❖♥❡ ❝❛♥
❤♦✇❡✈❡r ❤♦♣❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s♦s♣✐♥ ❡✛❡❝ts ❜② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ◆✴❩ r❛♥❣❡✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②
♦❢ ♥❡✇ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❜❡❛♠s✳
✶✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❆s str❡ss❡❞ ✐♥ r❡❢✳ ❬✸✻❪✱ ♠♦r❡ str❡♥❣t❤ ✐s ❣✐✈❡♥ t♦ ❛ s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② t❡r♠ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② st✉❞②✐♥❣ ✐s♦s♣✐♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞
♥✴♣ ❞♦✉❜❧❡ r❛t✐♦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❙♥✰❙♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ■♠◗▼❉ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❊✉r♦♣❡ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
✐♠❛❣✐♥❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ■◆❉❘❆ ❛♥❞ ❈❍■▼❊❘❆ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❇◆❱ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❈❛t❛♥✐❛ ❣r♦✉♣✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✇♦♥❞❡r t♦ ✇❤❛t ❡①t❡♥t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥
γ ✈❛❧✉❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡ ✐ts❡❧❢
✭❤♦t ❢r❛❣♠❡♥ts✮✱ ♦r t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❞❡❝❛② ♠♦❞❡❧✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠♦r❡ ❡①♦t✐❝ ❜❡❛♠s s❤♦✉❧❞
❤❡❧♣ t♦ ♣r♦❣r❡ss✱ ❜② ❡♥❧❛r❣✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡①♣❧♦r❡❞ ◆✴❩✳
✸✵
❆ ●❧♦ss❛r② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦❞❡s
❆❝r♦♥②♠ ❋✉❧❧ ♥❛♠❡ ❘❡❢✳ ▼♦❞❡❧
❇❯❯ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❯❡❤❧✐♥❣ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ❬✻✻❪ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❱❯❯ ❱❧❛s♦✈ ❯❡❤❧✐♥❣ ❯❤❧❡♥❜❡❝❦ ❬✻✼❪ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
▲❱ ▲❛♥❞❛✉ ❱❧❛s♦✈ ❬✻✽❪ ❇♦❧t③♠❛♥♥
❇◆❱ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ◆♦r❞❤❡✐♠ ❱❧❛s♦✈ ❬✻✾❪ ❡q✉❛t✐♦♥
❇▲ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❬✼✵❪ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥
❙▼❋ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ♠❡❛♥ ✜❡❧❞ ❬✼✶❪ ♦❢ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥
◗▼❉ ◗✉❛♥t✉♠ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❬✼✷❪ ❈❧❛ss✐❝❛❧
■◗▼❉ ■s♦s♣✐♥ ◗▼❉ ❬✼✸❪ ❆✲❜♦❞②
❯r◗▼❉ ❯❧tr❛ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ◗▼❉ ❬✼✹❪
■♠◗▼❉ ■♠♣r♦✈❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❬✼✺❪
❈♦▼❉ ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❬✸✶❪ ♠♦❞❡❧s
❋▼❉ ❋❡r♠✐♦♥✐❝ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❬✼✻❪ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s
❆▼❉ ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐③❡❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❬✼✼❪ ✇✐t❤ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐③❛t✐♦♥
❚❛❜❧❡ ✷✿ ●❧♦ss❛r② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ✭❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✷✽❪✮✳
❇ ✹pi ❛rr❛②s
❚❤❡ ✹pi ❛rr❛②s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts q✉♦t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ♠♦st❧② ❛t ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣✐❡s ❜❡❧♦✇ ✶✵✵ A▼❡❱✱
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❬✼✽❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥ ❤❡r❡ t❤❡✐r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❆♠♦♥❣ t❤♦s❡
❆rr❛② ▼❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡s ❝♦✈❡r❛❣❡
▼✐♥✐❜❛❧❧✰▲❆❙❙❆✷✽ ▼❙❯ ✶✽✽ ✽✵✪ P❧❛st✐❝✲❈s■✭❚❧✮ ✰ ❙✐✲❙✐✲❈s■✭❚❧✮
▼✐❝r♦❜❛❧❧ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥ ❯✳ ✾✺ ✾✼✪ ❈s■✭❚❧✮
■◆❉❘❆ ●❆◆■▲ ✸✸✻ ✾✵✪ ■♦❈❤✲❙✐✲❈s■✭❚❧✮
❈❍■▼❊❘❆ ▲◆❙ ❈❛t❛♥✐❛ ✶✶✾✷ ✾✹✪ ❙✐✲❈s■✭❚❧✮❀ ❚♦❋
❚❛❜❧❡ ✸✿ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ✹pi ❝❤❛r❣❡❞ ♣r♦❞✉❝t ❞❡t❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢
t❤❡ ✹pi s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡✳ ■♦❈❤ st❛♥❞ ❢♦r ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ ❚♦❋ ❢♦r t✐♠❡ ♦❢ ✢✐❣❤t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
♦♥❧② ■◆❉❘❆ ❛♥❞ ❈❍■▼❊❘❆ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❤❡❛✈✐❡st ❢r❛❣♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs Z ≥✶✽✳
❆t ❡♥❡r❣✐❡s ❛❜♦✈❡ ✶✵✵ A▼❡❱✱ t❤❡ ❝✐t❡❞ ❞❛t❛ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s✿
• ❋❖P■ ✭❋❖✉r pi✮ ❝♦♠♣r✐s❡s ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r s♦❧❡♥♦✐❞✱ ❛ ❢♦r✇❛r❞ ♣❧❛st✐❝ ✇❛❧❧✱ ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ❝❡♥tr❛❧
❞r✐❢t ❝❤❛♠❜❡rs ❛♥❞ ❛ ♣❧❛st✐❝ ❜❛rr❡❧✳ ■t ❞❡t❡❝ts ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ❛❧❧ ❝❤❛r❣❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r
r❡❛❝t✐♦♥✳
• ❆▲❆❉■◆ ✐s ❛ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❚P ❝❤❛♠❜❡r✱ ❛ t✐♠❡✲♦❢✲✢✐❣❤t ✇❛❧❧✳ ■t ❞❡t❡❝ts ❛♥❞
✐❞❡♥t✐✜❡s ❝❤❛r❣❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ✲ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ✐s♦t♦♣❡s✲ ❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛s✐✲♣r♦❥❡❝t✐❧❡ ♣r♦❞✉❝❡❞
✷✽❚❤❡ ✾ ♠♦❞✉❧❡s ♦❢ ▲❆❙❙❆✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐❜❛❧❧✱ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ✐s♦t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ♦✈❡r ❛ ❧✐♠✐t❡❞
s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡
✸✶
✐♥ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ✇❛❧❧✱ ▲❆◆❉ ✭▲❛r❣❡ ❆r❡❛ ◆❡✉tr♦♥ ❉❡t❡❝t♦r✮✱
✐t ❣✐✈❡s ♥❡✉tr♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ ❛ ❢♦r✇❛r❞ s♦❧✐❞ ❛♥❣❧❡❀
❈ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ ❇❡r♥❛r❞ ❇♦r❞❡r✐❡✱ ▼❛r✐❛ ❈♦❧♦♥♥❛✱ ❊♠♠❛♥✉❡❧❧❡ ●❛❧✐❝❤❡t ❛♥❞ P❛♦❧♦ ◆❛♣♦❧✐t❛♥✐ ❢♦r
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ❱✳ ❇❛r❛♥✱ ▼✳ ❈♦❧♦♥♥❛ ❡t ❛❧✳✱ P❤②s✳ ❘❡♣✳ ✹✶✵ ✭✷✵✵✺✮ ✸✸✺✳
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